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ВОЗДЕЙСТВИЕ  ОПТИЧЕСКИХ  СИЛ  
НА  НЕОДНОРОДНЫЕ  АНИЗОТРОПНЫЕ  ЧАСТИЦЫ
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Рассчитаны оптические силы и моменты сил, действующие на неоднородные анизотропные сферические и ци-
линдрические частицы в поле пары плоских электромагнитных волн. Вычисление оптических сил реализо вано 
в дипольном приближении с использованием аналитических выражений для поляризуемостей частиц, а также 
численно с учетом высших мультипольных моментов. Проведено сравнение этих двух способов расчета и показа-
но их согласование в области применимости дипольного приближения. Найдены условия притяжения неоднород-
ных частиц световым пучком без градиента интенсивности. Выполнено сравнение результатов для однородных 
и неоднородных сферических частиц. Установлено, что неоднородность рассеивателя сдвигает мультипольные 
резонансы, предоставляя еще одно средство управления величиной и направлением оптической силы. Рассчитан 
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спиновый момент сил в дипольном приближении. Показано, что как в случае сферической, так и цилиндрической 
неоднородной частицы он отличен от нуля для нелинейно-поляризованной падающей волны. Результаты данной 
работы могут найти применение при создании новых типов динамических метаматериалов, а также при описании 
движения сложных объектов в оптических пинцетах.

Ключевые слова: электромагнитные волны; оптические силы; рассеяние света; коэффициенты Ми; поляри-
зуемости; мультиполи.
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Optical  forces  and  torques  exerted on  inhomogeneous  anisotropic  spherical  and  cylindrical  particles  by  a  couple of 
plane electromagnetic waves are calculated. The optical  forces are computed  in dipole approximation using  the closed-
form expressions for particle polarizabilities and numerically taking into consideration the higher-order multipole moments. 
We compare these calculation techniques and demonstrate their agreement in the region of dipole approximation. Conditions 
for pulling inhomogeneous particles by means of the light beam without intensity gradient are revealed. The comparison 
between homogeneous and inhomogeneous spherical particles is carried out. It is found that the scatterer inhomogeneity 
shifts the multipole resonances providing one more way for controlling value and direction of the optical force. Spin torque 
is calculated in the dipole approximation. We show that it does not vanish for non-linear polarization of the incident wave 
both in the case of spherical and cylindrical inhomogeneous particle. The results obtained in this work can be applied for de-
signing new types of dynamical metamaterials, as well as for describing of movement of complex objects in optical tweezers.
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Введение
В классической электродинамике механическое воздействие оптического излучения было предска-

зано Дж. К. Максвеллом [1] и позднее обнаружено П. Н. Лебедевым экспериментально [2]. В современ-
ной физике оптомеханика стала надежным инструментом для изучения как классических, так и кванто-
вых явлений [3–7]. В настоящей работе теоретически рассмотрено механическое воздействие световых 
пучков на неоднородные анизотропные объекты сферической и цилиндрической формы. Полученные 
результаты могут быть использованы, например, для описания движения микрочастиц в оптических 
пинцетах [8–13]. 

Можно выделить два типа оптических сил – градиентные и неконсервативные. Силы первого типа 
обусловлены градиентом интенсивности электромагнитного поля. Обычно они превалируют для час-
тиц, размеры которых намного меньше длины волны. Неконсервативные силы возникают благодаря 
рассеянию электромагнитных полей. Они играют особенно важную роль в отсутствие градиента поля 
и могут приводить к эффекту притяжения частиц силами светового давления [14 –16]. Оптические силы 
могут быть рассчитаны различными способами. Метод интегрирования тензора натяжений Максвел-
ла [17] эквивалентен учету всех мультипольных моментов объекта, а потому обычно не подходит для 
быстрых и аналитических расчетов. Если ограничить размер частиц, то можно получить простые анали-

тические выражения. Примерами являются рэлеевское приближение ( ,2 1p
l

R
  где R – радиус частицы;  

l – длина волны излучения), когда частицы можно считать электрическими диполями, и дипольное 

приближение ( )2 1p
l

R
  в случае возбуждения лишь электрического и магнитного дипольных моментов 

в частице [18].
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Оптические  силы,  действующие  на  неоднородные  анизотропные  частицы,  мало  изучены,  так  как 
чрезвычайно трудно найти аналитические решения уравнений Максвелла в таких частицах. Известные 
исследования основаны на применении численных методов расчета и различных приближений [19–21]. 
Неоднородным объектом часто выступает многослойная частица. В настоящей работе исследуются силы, 
действующие на непрерывно неоднородные анизотропные частицы, не рассматривавшиеся ранее в ли-
тературе. Цель работы – изучить оптические силы, влияющие на неоднородные сферические и цилинд-
рические частицы. Для достижения цели ставятся следующие задачи: 1) вывести аналитические выра-
жения для коэффициентов рассеяния Ми и электрической и магнитной поляризуемостей сферических 
и цилиндрических частиц; 2) рассчитать оптические силы с помощью тензора максвелловских натяжений 
и в дипольном приближении; 3) сравнить точное значение силы с дипольным приближением для опреде-
ления рамок применимости последнего; 4) проанализировать притягивающие силы в полях без градиента 
интенсивности; 5) рассчитать спиновый момент сил в дипольном приближении. 

Оптические силы и моменты сил
Падающее монохроматическое электромагнитное излучение с круговой частотой w и напряженнос-

тями электрического Einc и магнитного Hinc полей при взаимодействии с материальным объектом создает 
рассеянные поля Esc и Hsc. Усредняя закон сохранения импульса для поля и объекта по периоду коле-

баний стационарной волны  2p
w ,  получаем усредненную по времени силу, действующую со стороны 

электромагнитного излучения на рассматриваемую частицу [17]:

  F s= ,^Td
S
∫   (1)

где производится интегрирование усредненного по времени тензора натяжений Максвелла 

  ^T = 1
8

1
2

2 2

p
Re E E H H E H⊗ + ⊗ − +( )





∗ ∗   (2)

по произвольной  замкнутой поверхности S,  охватывающей частицу. Электрическое и магнитное поля 
в формуле (2) – это полное поле в окружающем пространстве, т. е. суперпозиция падающего и рассеянного 
полей согласно E = Einc + Esc и H = Hinc + Hsc, а знак ⊗ подразумевает тензорное произведение век-
торов  a b⊗( ) =ij i ja b .  При  расчете  сферических  и  произвольных  рассеивателей  в  дальней  волновой 
зоне  представляется  удобным  выбор  сферической  поверхности  интегрирования  S.  Например,  для 
сферической частицы радиусом R можно интегрировать по ее поверхности

  F = ,2

0

2

0

^T R d dn( )∫∫ sinq q j
pp

F = ,2

0

2

0

^T R d dn( )∫∫ sinq q j
pp

  (3)

где n – внешняя нормаль к поверхности сферы; r, q и j – сферические координаты. В случае длин-
ной цилиндрической частицы и падающей волны в плоскости ее поперечного сечения интегрирование 
удобно проводить по поверхности цилиндра радиусом R. Тогда сила в расчете на единицу длины ци-
линдра примет вид

  f n=
0

2
^T Rd( )∫

p

j.f n=
0

2
^T Rd( )∫

p

j.   (4)

Общее выражение для силы (1) может быть записано в виде ряда по мультипольным моментам. Для 
этого поверхность интегрирования S выбирают в виде сферы или цилиндра с бесконечным радиусом 
и используют свойства рассеянных полей в дальней зоне. При учете лишь электрического p и магнит-
ного m дипольных моментов сила, действующая на сферическую частицу, становится равной [18]

  F pE mH p m= ∇






+ ∇



















− ×( )↓ ∗ ↓ ∗ ∗1
2 3

0
4

Re Re ,inc inc
k

  (5)

где  дифференциальные  операторы  действуют  только  на  электрическое  и магнитное  поля  (отмечено 
стрелкой над буквой); k0 – волновое число в вакууме. Дипольные моменты выражаются через поляри-
зуемости сферической частицы согласно p = ae Einc и m = am Hinc.
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Для цилиндрической частицы [22] последнее слагаемое в формуле (5) станет равным 
pk0

3

2
Re ,p m×( )∗  

а дипольные моменты будут зависеть от поляризации падающего излучения (вдоль или поперек оси ци-
линдра) как p e e e e E= ⊗ + − ⊗( ) 

⊥a ae z z e z z
 1 inc  и m H= ⊗ + − ⊗( ) 

⊥a am z z m z z
 e e e e1 inc.

Усредненный по времени момент сил – сумма орбитального и спинового моментов. Первый, r × F, 
зависит от положения частицы и является вкладом орбитального момента волны, а второй в дипольном 
приближении равен [23]
  K p E m H= × + × 

∗ ∗1
2
Re .inc inc   (6)

В настоящей работе будет рассматриваться только спиновый момент сил.

Электрическая и магнитная  
поляризуемости неоднородных частиц

Как для однородных, так и неоднородных объектов электрическая и магнитная поляризуемости вы-
ражаются через коэффициенты рассеяния. Для сферических частиц поляризуемости равны [18]

  a ae m
ia
k

ib
k

= =
3
2

3
2

1

0
3

1

0
3, ,   (7)

а коэффициенты Ми принимают вид [24]

a
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1

0
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 − − ( )





( )i lm q j q j0
0e e e eG ,  

(8)

где r = k0 R – параметр размера частицы; er , eq и ej – базисные векторы сферической системы коор-
динат; e0, m0 и n0 – диэлектрическая проницаемость, магнитная проницаемость и показатель прелом-
ления  окружающей  частицу  среды  соответственно;  Gl

0( )  и  Gl   –  тензоры  поверхностного  импеданса 
для пар циальных сферических волн, по которым раскладываются падающие (описываются сфериче-
скими функциями Бесселя  j n k rl 0 0( ) и рассеянные  (описываются сферическими функциями Ханкеля 
h n k rl
1

0 0
( ) ( )) поля соответственно; Gl – тензор поверхностного импеданса волн в сферической частице.

Рассмотрим  анизотропную  радиально-неоднородную  частицу  с  проницаемостями  ^e e e= +( ) ⊗ + − ⊗( )−

1 0 2 0
2 2 1

1 1h h k r r r r re e e e
^e e e= +( ) ⊗ + − ⊗( )−

1 0 2 0
2 2 1

1 1h h k r r r r re e e e  и ^m m m= +( ) ⊗ + − ⊗( )−

1 0 2 0
2 2 1

1 1h h k r r r r re e e e , где e1, m1, h0 и h2 – по-

стоянные. В этом случае поля в частице выражаются через сферические функции Бесселя дробного 
порядка [25], а коэффициенты Ми (8) равны

  a
j n
h n

D n D
D nl

l

l

l l m l

l
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0

0
0

0 1

0 0 1

r
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γ r γ
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  (9)

где  l e ml l l h= − +( )1 1 21 ;   γ
m
l− =1
1

, ;l
l

  γ
l
e1
1

, ;l
l=   m l l hl = +( ) + −1 1

4
1
20 ;  γ

m
e0
0

0
= .   Отноше-

ние  производной  функции  Риккати  –  Бесселя  к  самой  функции  определено  следующим  образом: 
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.  Отметим, что выбор h0 = 1 и h2 = 0 приво-

дит к изотропному и однородному материалу частицы.
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Для цилиндрических частиц коэффициенты Ми могут быть записаны в аналогичном виде:
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,  

(10)

где  r z, ,j( )  –  цилиндрические  координаты;  J nl 0r( )  и H nl
1

0
( )( )r   –  цилиндрические функции Бесселя 

и Ханкеля первого рода; параметр размера r = k0 R теперь выражается через радиус цилиндрической 
частицы, а импедансы волн соответствуют цилиндрическим волнам. 

Рассмотрим  радиально-неоднородную  частицу  с  тензорами  проницаемости  ê
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e e e e e e   [26],  в  которой  могут 

распространяться цилиндрические  электромагнитные волны,  описывающиеся функциями Лежандра 
F xl
1 2,( ) ( )  первого и второго рода порядка l, где r0, e1, e2, e3, m1, m2, m3 – постоянные. Подставляя тензоры 

импеданса однородной внешней среды и частицы в формулы (10), находим следующие выражения для 
коэффициентов Ми неоднородной цилиндрической частицы:
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.  Для того чтобы ре-

шения были регулярными внутри частицы, они выбираются в виде функций Лежандра первого рода. 
В  отличие  от  поляризуемостей  сферических  частиц  (7)  поляризуемости  цилиндрических  частиц 

анизотропны. Они выражаются через коэффициенты Ми (11) и равны следующим значениям [22]:
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Оптические притягивающие силы  
в полях без градиента интенсивности

Рассмотрим оптические силы в поле пары плоских волн в плоскости  x y, ,( )  распространяющихся 
под углами + y и – y по отношению к оси z. Электрические поля этих волн будем считать линейно-по-
ляризованными вдоль оси y:  E einc = ( )Ae k xik z

x y
z cos ,   H e einc = − ( ) + ( )( )− −m0

1
0
1k Ae k k x ik k xik z

z x x x x z
z cos sin ,  

где A – амплитуда волны; kx = k0 n0 siny; kz = k0 n0 cosy – проекции волнового вектора. Для данного поля 
существует градиент интенсивности лишь вдоль оси x, поэтому градиентная сила выстраивает частицы 
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в устойчивых положениях равновесия, соответствующих максимумам интенсивности kx x = pm, где m – 
целое число. Далее, нас будут интересовать неконсервативные, неградиентные силы вдоль оси z. Для 
дипольной сферической частицы получаем из (5)

  F k k
z

z
e m e m z= +( ) − ×( )∗ ∗

2 3
2 2 0

4

Im Im Re .a a a aE H E H einc inc inc inc   (13)

Поляризуемости частиц (7) выражаются через первые коэффициенты рассеяния Ми (9). Данное вы-
ражение применимо только для достаточно маленьких частиц, когда квадрупольными моментами можно 
пренебречь. На рис. 1 показано, что дипольное приближение можно использовать для описания поведе-
ния микрочастиц вплоть до k0 R = 1,3. Далее, поведение кривых не только количественно, но и качествен-
но отличается от точного расчета. При этом такая оценка справедлива для однородных и неоднородных 
частиц. Воздействие сил на очень маленькие неоднородные частицы сильнее, чем на однородные, так как 
первые более оптически плотные. Однако для больших размеров неоднородных частиц начинают сказы-
ваться потери материала, которые описываются мнимой частью диэлектрической проницаемости (пара-
метр h0 = – 0,1i), и сила уменьшается (см. рис. 1, кривые 2 и 4 ). Точный расчет силы выполнен с помощью 
формулы (3), причем рассеянные поля найдены в рамках операторной теории рассеяния [27].

Для пары плоских волн возможна ситуация, когда сила становится отрицательной, т. е. микрочас тица 
будет притягиваться к источнику излучения. Для  этого первое положительное слагаемое в  (13) долж-
но быть меньше второго, что возможно за счет уменьшения волнового числа kz. Как было показано ра-
нее, в случае сферических объектов сила может стать притягивающей, когда угол y превышает 60° [28]. 
На рис. 2 приведены значения силы в дипольном приближении для однородной и неоднородных частиц. 
Для частицы с потерями оптическая сила не может стать отрицательной, поскольку поглощение матери-
ала соответствует неупругому столкновению фотонов падающей волны и рассеяние вперед подавлено 
(см. рис. 2, кривая 2). На рис. 2 кривые 3 и 4 показывают влияние проницаемости в центре частицы. 
В случае кривой 3 радиальная компонента тензора проницаемости меняет знак при k0 r ≈ 0,32, а опти-
ческая  сила  становится  отрицательной  уже  при малых  параметрах  размером  0,6 – 0,8.  Вторая  область 
притягивающих сил вблизи k0 R = 1,5 находится вне области применимости дипольного приближения, 
а потому должна исследоваться с учетом квадрупольных слагаемых. Притягивающие оптические силы, 
описываемые кривыми 3 и 4, имеют бóльшие абсолютные значения, чем силы, действующие на однород-
ные частицы. Будучи более оптически плотными, неоднородные сферы притягиваются при меньших k0 R.

Спиновый момент сил в дипольном приближении (6) для данной волны задается слагаемым с маг-
нитным полем
  K H H e= ×( ) = − ( )∗1

2 2
2

0
2
0
2

2Re Im sin .a
m

am
x z

m x y
k k
k
A k xinc inc   (14)

Рис. 1. Оптические силы, действующие на неоднородную (кривые 1 и 2)  
и однородную (кривые 3 и 4 ) сферические частицы в поле плоской волны,  

в зависимости от параметра размера k0 R: 1, 3 – расчет в дипольном  
приближении согласно (5); 2, 4 – точный расчет согласно (3).  

Параметры: e0 = m 0 = 1, e1 = 2,4
2, m1 = 1, h0 = – 0,1i, h2 = 1

Fig. 1. Optical forces exerting on an inhomogeneous (curves 1 and 2)  
and homogeneous (curves 3 and 4 ) spherical particle in the field of plane wave  
depending on the size parameter k0 R: 1, 3 – calculation in dipole approximation  

according to equation (5); 2, 4 – exact calculation using equation (3).  
Parameters: e0 = m0 = 1, e1 = 2.4

2, m1 = 1, h0 = – 0.1i, h2 = 1
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Момент сил (14) отличен от нуля только для нелинейно-поляризованных волн, что может быть реа-

лизовано для пары волн (y ≠ 0) при положении частицы k x m
x ≠ p

2
,  где m – целое число. Таким образом, 

во всех устойчивых положениях частица не будет вращаться.
Цилиндрические частицы, ориентированные в направлении оси y, подвергнутся воздействию силы

  f k k
z

z
e m e m z= +( ) − ×( )∗ ∗

2 2
2 2 0

3

Im Im Rea a
p

a aE H E H einc inc inc inc   (15)

в поле пары плоских волн, следующей из формулы (4). Поляризуемости частиц (12) выражаются че-
рез нулевые и первые коэффициенты рассеяния Ми (11). На рис. 3 показана оптическая сила, дейст-
вующая на цилиндры-диполи, для разных углов падения волн y. Притягивающая оптическая сила 

Рис. 2. Оптические силы в дипольном приближении, действующие на сферические частицы  
в поле пары плоских волн с углами 70° и –70° между волновыми векторами и осью z:  

1 – h0 = 1 и h2 = 0 (однородная изотропная частица); 2 – h0 = – 0,1i и h2 = 1;  
3 – h0 = – 0,1 и h2 = 1; 4 – h0 = 0,1 и h2 = 1. Параметры: e0 = m 0 = 1, e1 = 2,4

2, m1 = 1
Fig. 2. Optical forces in dipolar approximation exerting on spherical particles in the field  

of a couple of plane waves having angles 70° and –70° between the wavevectors  
and z axis: 1 – h0 = 1 and h2 = 0 (homogeneous isotropic particle); 2 – h0 = – 0.1i and h2 = 1;  

3 – h0 = – 0.1 and h2 = 1; 4 – h0 = 0.1 and h2 = 1. Parameters: e0 = m 0 = 1, e1 = 2.4
2, m1 = 1

Рис. 3. Оптические силы в дипольном приближении,  
действующие на цилиндрические радиально-неоднородные частицы  

со стороны пары плоских волн: 1 – y = 0°; 2 – y = 30°; 3 – y = 50°; 4 – y = 70°.  
Параметры: e0 = m 0 = 1, k0 r0 = 1, e1 = 2,3, e2 = 4,5, e3 = 2,1, m1 = m2 = m3 = 1

Fig. 3. Optical forces in dipolar approximation exerting on cylindrical radially inhomogeneous  
particles from a couple of plane waves. 1 – y = 0°; 2 – y = 30°; 3 – y = 50°; 4 – y = 70°.  

Parameters: e0 = m 0 = 1, k0 r0 = 1, e1 = 2.3, e2 = 4.5, e3 = 2.1, m1 = m2 = m3 = 1
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появляется при углах, превышающих 45°, как было предсказано в [22]. При увеличении y сила оттал-
кивания умень шается, поскольку снижается z-проекция импульса поля. В то же время притягивающая 
сила увеличивается, так как она соответствует перенаправлению x-проекции импульса поля в направ-
лении оси z [29]. Обсуждение спинового момента сил для цилиндров повторяет описание для сфери-
ческих частиц.

Заключение
В работе осуществлен анализ оптических сил, действующих на радиально-неоднородные сфери-

ческие и цилиндрические частицы. Силы рассчитаны двумя способами: с помощью интегрирования 
тензора максвелловских натяжений и в дипольном приближении. В первом способе используются рас-
сеянные электромагнитные поля, полученные операторным методом, и сила вычисляется точно. Ди-
польное  приближение  справедливо  лишь  для малых  частиц,  когда  высшие мультипольные  порядки 
не возбуждаются. Проведено сравнение двух способов расчета сил и показано их согласование в об-
ласти  применимости  дипольного  приближения. Исследованы  силы  притяжения  оптическим  пучком 
без градиента интенсивности (парой плоских волн) для неоднородных сферических и цилиндрических 
частиц. Выполнено сравнение сил, действующих на неоднородные и однородные частицы. Рассчитан 
спиновый момент сил в дипольном приближении.

Неоднородность  частицы изменяет  ее  оптическую плотность,  сдвигая мультипольные резонансы 
в область более высоких или низких параметров размера. Неоднородность предоставляет возможность 
манипулировать оптической силой, например делая более выраженным притяжение частиц (см. рис. 2). 
Отметим, что отклонение от однородности изменяет силы, возмущая рассеянные поля или дипольные 
моменты в дипольном приближении (в этом случае анализ может быть проведен аналитически). Вве-
дение порога изменения силы, ниже которого ее можно считать неизменной, позволяет оценить допус-
тимое отклонение от параметров однородной среды, т. е. судить о допустимых дефектах однородных 
частиц. В дипольном приближении однородные (и неоднородные) сферические и цилинд рические час-
тицы дают качественно схожие результаты (ср. рис. 2 и 3), так как в каждом из случаев силы опреде-
ляются лишь дипольными моментами (ср. формулы (13) и (15)). При больших размерах частиц сход-
ство нарушается присутствием мультиполей высшего порядка.
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