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Анализируется возможность значительной локализации двумерного электронного газа на поверхности сильно-
легированного полупроводника. Получена аналитическая формула для среднего сечения низкоэнергетического 
рассеяния приповерхностных электронов с учетом функции распределения Ферми – Дирака. Отмечается сущест-
венная особенность точки EF = 0 в квазидвумерных электронных системах, в отличие от их трехмерных аналогов. 
На основе правила Иоффе – Регеля и полученной формулы для среднего сечения рассеяния найден более точный, 
реалистичный критерий сильной локализации, чем тот, который был определен в других цитируемых работах.

Ключевые слова: приповерхностный слой; естественный размерный эффект; правило Иоффе – Регеля; сече-
ние двумерного рассеяния; приближение Томаса – Ферми; функция распределения Ферми – Дирака; критерий 
сильной локализации.
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Possibility of strong localization of the two-dimensional electron gas on the surface of the highly doped semiconduc-
tor is analyzed. Analytical formula for cross-section of low-energy scattering of surface electrons with take into account 
Fermi – Dirac’s distribution was obtained. Is noted about substantial feature of the point EF = 0 in quasi two-dimensional 
electrons systems than in its three-dimensional analogs. On the basis of Ioffe – Regel’s rule and formula obtained for 
average cross-section of scattering more precise realistic criterion of strong localization was obtained than it which has 
been obtained in other quoted articles. 

Key words: near-surface layer; natural size effect; Ioffe – Regel’s rule; cross-section of two-dimensional scattering; 
Thomas – Fermi’s approximation; Fermi – Dirac’s distribution function; criterion of strong localization. 

Введение
Реальная поверхность полупроводникового кристалла всегда имеет различного рода микроскопиче-

ские и макроскопические дефекты структуры. Это могут быть ионы примеси, атомы в междо узлиях, 
вакансии, точечные дефекты, дислокации, границы зерен и т. п. В состоянии термодинамического рав-
новесия полупроводника поверхностный  заряд  (ПЗ),  индуцированный вышеуказанными дефектами, 
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скомпенсирован равным по величине, но противоположным по знаку зарядом в приповерхностном слое 
полупроводника. Компенсирующий заряд может быть образован в полупроводнике ионизированными 
донорами и акцепторами, электронами и дырками. Приповерхностный слой полупроводника, где лока-
лизован ПЗ, называется областью пространственного заряда (ОПЗ). При определенных условиях ширина 
ОПЗ оказывается сравнимой со средним расстоянием между атомами и ионами примеси [1] и, как прави-
ло, существует естественный размерный эффект. Следовательно, плотность заряда вблизи поверхности 
не является непрерывно распределенной, а формируется ансамблем дискретных D A− +( )-центров. Со-
средоточенное распределение ПЗ индуцирует на поверхности полупроводника хаотический (случайный) 
потенциал, который рассеивает электроны в двумерной поверхностной зоне. Природа хаотического по-
тенциала связывается с флуктуациями в расположении примесных ионов [2]. 

Рассеяние электронов хаотическим потенциалом приводит к уменьшению длины свободного пробе-
га l, и в том случае, когда ее величина становится меньше длины волны электрона (l ≤ D), она теряет фи-
зический смысл. Электроны могут двигаться лишь в ограниченной области кристалла, не имея возмож-
ности удалиться от центра на расстояние, сравнимое с l. Тогда электронные состояния локализуются [2]. 
Согласно правилу Иоффе – Регеля локализованы те состояния, для которых выполняется условие 
 kl ≤ 1,  (1)
где k – модуль двумерного квазиволнового вектора.

Теоретический анализ формулы сечения рассеяния s медленных электронов в двумерном случае, в от-
личие от трехмерного, приводит к тому, что с уменьшением энергии сечение рассеяния возрастает [3]. 
Следовательно,  в  двумерных  электронных  системах  при T → 0  длина  свободного  пробега  электрона 

должна сильно сокращаться  ( ),l ∞ 1
s  и, как следствие, вероятность возникновения состояния сильной 

локализации электронной плотности d в двумерном случае более высокая, чем в трехмерном. 
Возможность возникновения состояния сильной локализации электронной плотности требует вы-

полнения условия сильного вырождения двумерного электронного газа в приближении Томаса – Фер-
ми, что и было сделано в работе [4], в которой на основе правила (1) был получен критерий сильной 
локализации двумерного электронного газа. В качестве объекта теоретического анализа был выбран 
модельный полупроводник n-типа при T = 0 К. При данной ситуации возможно образование обеднен-
ного слоя с неэкранированными зарядами примеси (рис. 1). Таким образом, в самом полупроводнике 
энергия (уровень) Ферми расположена в зоне проводимости, а вблизи поверхности образуется область 
объемного заряда (область обеднения полупроводника электронами) в результате перехода электронов 
из зоны проводимости (с-зоны) на поверхностные состояния (обусловленные ловушками для электро-
нов). Однако в процессе вывода критерия авторы работы [4] заменили в формуле для сечения рассея-
ния медленных электронов в двумерном случае на некотором случайном потенциале квазиволновой 
вектор электрона k на его волновой вектор на уровне Ферми, т. е. k kF→ , что некорректно, если учесть 
зависимость квазиволнового вектора от энергии: k k E= ( ). Кроме того, сечение рассеяния медленных 
электронов в двумерном случае имеет логарифмическую особенность при k = 0 [3]. Следовательно, со-
стояние kF = 0 в двумерных системах в принципе недостижимо*. 

Результат, представленный в [4], не учитывает функцию распределения по квантовым состояниям, 
а именно: следовало бы усреднить сечение рассеяния электронов по их энергиям на основе функции 
распределения Ферми – Дирака. 

Цель настоящей работы – уточнение критерия сильной локализации на основе энергетического ус-
реднения сечения двумерного рассеяния электронов на случайном потенциале, индуцированном ионами 
примеси.

Для достижения этой цели нами предлагается вспомогательная модель, в которой исходным поло-
жением уровня Ферми является не дно поверхностной зоны проводимости E EF cs0( ) = , как в работе [4], 
а ее окрестность E T E k TF cs B( ) = ±  (см. рис. 1). 

* Именно этот случай в асимптотическом пределе k → 0  представляет наибольший интерес с точки зрения теории поверх-
ностных электронных свойств полупроводников. Дело в том, что вблизи дна поверхностной зоны кинетическая энергия элект-

ронов равна нулю (k = 0, 


2 2

2
0k

m
= ). В сильновырожденном квазидвумерном электронном газе средняя энергия электронов 

примерно равна энергии Ферми, а это означает, что при T = 0 К уровень Ферми закрепляется у дна поверхностной зоны, что 
равносильно случаю EF = 0 (см. рис. 1). Электроны оказываются сильнолокализованными в самосогласованном потенциале Vi 
заряженных доноров. Ясно, что при этом классическая длина свободного пробега электронов l равна нулю. Соответственно, 
классическая электропроводность отсутствует. 
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Предлагаемая  модель  предполагает  усреднение  сечения  двумерного  рассеяния  и  квазиволнового 
вектора  электронов  на  основе функции  распределения Ферми  – Дирака  с  последующим переходом 
к пределу T → 0, при этом энергетический спектр предполагается квадратичным. 

Методика расчета
Сечение рассеяния медленных электронов в двумерном случае на некотором локальном потенциале 

можно записать в виде [3]

  s π
γ

π
i

i

k
k kr

( ) = +






−2
2

2 1
2

4
ln ,   (2)

где  γ = ( )exp ,C  C ≈ 0,577… – постоянная Эйлера; ri – величина с размерностью длины. При парабо-

лическом законе дисперсии  k mE= 2


, где m – эффективная масса электрона в поверхностной зоне; 

E – энергия поверхностных электронов. С учетом этого формулу (2) можно преобразовать к виду 
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γ
 – модельный потенциал, обусловленный индивидуальной примесью, в форме двумер-

ной прямоугольной ямы глубиной Ui и радиусом ri.
Поскольку плотность электронных состояний в двумерной зоне не зависит от энергии, справедливо 

соотношение 

  s
s

i E

i F

F

E
E E f E T dE

E f E T dE
( ) =

( ) ( )

( )

∞

∞

∫

∫

,

,
,0

0

  (4)

где  f E TF ,( )  – функция распределения Ферми – Дирака. 
Переходя к безразмерным переменным  x E

k TB
= ,  h =

E
k T
F

B

 (где kB – постоянная Больцмана; EF – энер-

гия Ферми) и сокращая на одинаковые величины числитель и знаменатель, можно (4) привести к виду 
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Рис. 1. Изгиб энергетических зон «вверх» при наличии ОПЗ.  
Представленная модель предполагает пиннинг  

уровня Ферми в середине зоны поверхностных состояний  
(условие выполнения приближения Томаса – Ферми [1]).  
При T → 0 уровень Ферми поднимается и достигает  

предельного положения (закрепляется) у дна поверхностной  
зоны проводимости Ecs , что соответствует состоянию  
сильной локализации электронов (пунктирная линия)

Fig. 1. Bending of energy bands in the presence of surface charge.  
In our model is suggested the pinning  

of Fermi level in the middle of surface states band  
(condition of implementation of Thomas – Fermi’s approximation [1]).  

At T → 0  the Fermi level climbs and achieved extremely  
position (attached) to the bottom of surface conductivity band Ecs ,  

that conformed to strong localization electron states (the puncture line)
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где kT – характерный тепловой импульс электронов;  x
U
k T

i

B
° = .

Логарифм, стоящий в знаменателе подынтегрального выражения в (5), изменяется довольно медленно 
вблизи точки x = h (или E = EF ) (рис. 2). 

По этой причине функцию ϕ πx x
x( ) =
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 можно вынести из-под знака интеграла при x = h, 
так что имеем
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 – интеграл Ферми – Дирака порядка r **.

Формула (6) справедлива при частичном вырождении квазидвумерного электронного газа. При силь-
ном вырождении ( )h1  [5]
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Подставляя разложение (7) в выражение (6), получим 
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**Аппроксимация (6) справедлива при условии E UF i .  В предлагаемой модели подразумевается, что  Ui  характеризует 
энергию связи «мелкого» донора (хаотического потенциала) порядка 10 мэВ. При сильном вырождении энергия Ферми по-
верхностного электрона во много раз превышает энергию связи D A− +( )-центра и уровень Ферми проходит гораздо выше над 
потенциальной ямой. В том случае если уровень Ферми пересекает потенциальную яму ( ),E UF i<  то возможны резонансное 
рассеяние электронов на поверхности полупроводника (включая образование связанных состояний) и другие механизмы рас-
сеяния. В подобных ситуациях аппроксимация (6) может оказаться недостаточно точной или вообще неприемлемой. В связи 
с этим большое значение приобретают приближенные методы расчета. Одним из таких методов является метод квадратурных 
формул, который позволяет вычислить (4) с любой степенью точности для произвольной статистики [7]. Однако каждому по-
ложению уровня Ферми при этом будет соответствовать свой особый набор узловых точек и весовых множителей.

Рис. 2. Горизонтальная линия примерно воспроизводит ход функции ϕ πE E
Ui
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Fig. 2. Horizontal line loosely sketches of behavior of the function ϕ πE E
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Первое слагаемое в (8), умноженное на число  3
4
, совпадает с формулой s π
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из работы [4].
Аналогичные расчеты приводят к формуле для среднего значения квазиволнового вектора электрона 
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При температуре, стремящейся к нулю, электронная плотность локализуется, в связи с этим в даль-
нейших расчетах можно не учитывать температурные поправки в формулах (8) и (9). 

Таким образом, имеем 
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Определение параметра ri производится в процессе сшивки волновой функции электрона yi в облас-

тях r < ri и  r ri
Fk

< < 1 .  Во внутренней области можно пренебречь кинетической энергией электрона 

E k
mk = 

2 2

2
 по сравнению с его потенциальной энергией Vi r( ) в поверхностной зоне. 

Во внутренней области уравнение Шрёдингера имеет вид 
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Потенциальная энергия Vi r( )  (конкретная форма которой приведена в работе [4]) соответст вует 
поверхностной  плотности  заряда  (в  рамках  полуклассической  модели  электронного  облака)  d y
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/ ,  где r – радиальная координата в плоскости поверхности; edi – электри-

ческий момент фиктивного диполя (di – удвоенное расстояние от донора в ОПЗ до плоскости поверх-
ности полупроводника, т. е. расстояние до его изображения). Вдали от рассеивающего центра (отметим, 
что внутри области локализации r < ri электроны тем не менее рассеиваются, хотя длина свободного 
пробега l и равна нулю) потенциальная энергия электрона становится малой. При этом асимптотиче-
ское решение уравнения (11) имеет вид [3]
	 y1i ≈ C1 + C2lnr.  (12)
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Во  внешней  области  волновая  функция  должна  соответствовать  асимптотике  электронной  плот-

ности  d
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4
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2
2 3 2/  при r di ,  т. е. должна иметь вид 
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4i
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Сшивая логарифмическую производную волновых функций (12) и (13) на границе двух областей 
r = ri
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приходим к соотношению***
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2
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ln exp .r   (15)

Выражение с размерностью длины, стоящее в (15) под знаком логарифма, и есть ri. Значение ri опре-
деляется из условия Vi r( ) = 0  [4]. Таким образом,

  r
d

i
i= 



3
2
3

exp , откуда ri ≈ di .  (16)

Из (16) следует физический смысл величины ri как характеризующей эффективный «размер» ди-
поля (потенциальной ямы с шириной порядка 10 –100 Å). Отсюда становится ясным, что модельный 
потенциал индивидуальной примеси в (3) есть на самом деле порядок величины кинетической энергии, 
которой обладал бы электрон, локализованный внутри области размером  ri  в поле индивидуального 
диполя. 

Сечение рассеяния ограничивает длину свободного пробега: 

  l = 1
sns

,   (17)

где s – среднее сечение рассеяния на флуктуациях потенциала; ns – поверхностная концентрация заря-
да. Для вычисления s необходимо усреднить (сгладить) выражение (10) по всем размерам диполей di , 
равномерно распределенных в диапазоне 0 –2 L º (L º – ширина области обеднения):

 

s s s

π

= ( ) ( ) = ( ) ( ) =

=

° °

° °

∫ ∫
1
2

1
2

4
3

0

2

0

2

L
k d d d

k L
k d d k di F i i

L

F
i F i F i

k LF

22

2
2

2 1

0

2

2
2 3

4k L
d

F

k LF

°

−

+










°

∫ ln .
µξ

π ξ   (18)

Здесь введено обозначение µ = +
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*** На общий интеграл (12) свободного уравнения Шрёдингера еще не наложено граничное условие. Чтобы придать опре-
деленный смысл функции (12), надо наложить граничное условие (14). Соотношение (15) позволяет представить волновую 

функцию (12) в виде: y
r

1 2i
i

C r≈






ln . Следовательно, размерность исходной волновой функции определяется константой С2: 

yi C[ ] = [ ]2 .
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Для идентификации состояния системы вблизи значения EF = 0 (или kF = 0) требуется рассмотреть 
асимптотику интеграла (19) при  y1.  С этой целью проинтегрируем исходный интеграл (19) несколько 
раз по частям: 

  I y k L

y

y

y

k L
y

F

y

F( ) =
+

−
+

+ …

















≈° °2

4

1 2

4

2
2

2
2

2

1

2π π


.   (20)

С учетом поведения (20) в области больших аргументов для среднего сечения рассеяния имеем
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Теперь возможна оценка состояния сильной локализации электронной плотности на поверхности 
полупроводника в условиях естественного размерного эффекта. Следуя (9) и (17), (21) и учитывая вы-
ражение для ширины ОПЗ  L

n
n
s

°
°

=  (n° – уровень легирования полупроводника), на основе правила (1) 
получаем критерий 
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Проведем анализ полученного результата. Прежде всего следует отметить, что сечение рассеяния 
медленных электронов на флуктуациях хаотического потенциала является вероятностной величиной, 
а сам процесс низкоэнергетического рассеяния – случайным событием. В условиях естественного раз-
мерного  эффекта  при  очень  низких  температурах  вероятность  возникновения  сильной  локализации 
электронной плотности возрастает. Учет квантовой статистики Ферми – Дирака приводит к тому, что 
в данном случае критерий сильной локализации соблюдается в среднем только на 60 %. В этом смысле 
результат авторов работы [4] соответствует идеальному случаю сильной локализации (100 %), практи-
чески не достижимому в реальных условиях. Кроме того, в отмеченной выше работе не учитывается 
то обстоятельство, что в пределе T → 0 электронная плотность локализуется, а для перехода к этому 
пределу требуется предварительно усреднить сечение рассеяния и волновой вектор электрона (форму-
лы (8) и (9)). Согласно критерию (22) можно лишь говорить о более или менее сильной локализации 
электронной плотности в зависимости от уровня легирования полупроводника, концентрации поверх-
ностных дефектов и т. п. При этом, как было отмечено в работе [4], на критическом уровне легирования 
n0 ≤ 3,66 ⋅ 10

18 см –3 порог протекания равен нулю, а значение поверхностной плотности ns = 10
12 см –2, 

отвечающее критерию сильной локализации, близко к типичным величинам, характерным для поверх-
ности легированных полупроводниковых кристаллов с диэлектрической проницаемостью порядка 10. 
Ситуация,  довольно  близкая  к  условиям  проявления  сильной  локализации,  наблюдалась  на  поверх-
ности полупроводника n-InGaN (0001)  [6]. Было выявлено существование естественного зарядового 
слоя, ширина которого может быть вполне соизмерима с расстоянием между дефектами. Эксперимен-
тальные исследования дают основание полагать, что формирование зарядового слоя может быть вы-
звано различными причинами, в частности высокой поверхностной плотностью дефектов. 

Интерес к исследованиям формирования естественного зарядового слоя на поверхности полупро-
водниковых  кристаллов  связан  с  возможностью  получения  новой  фундаментальной  информации 
о свойствах поверхностных электронных состояний. 

Заключение
Основное содержание настоящей статьи можно констатировать формулами (8), (10) и (22). Учет ста-

тистики Ферми – Дирака при выводе критерия сильной локализации 2D электронного газа на поверхнос-
ти сильнолегированного полупроводника является необходимой процедурой для корректного перехода 
( )T → 0  к состоянию сильной локализации. С этой целью в работе были получены низкотемпературные 
поправки к сечению двумерного рассеяния и квазиволновому вектору электрона (формулы (8) и (9)). 
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