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МЕТОД  РАСЧЕТА  КОЭФФИЦИЕНТОВ  РАССЕЯНИЯ  МИ  
НА  НЕОДНОРОДНОЙ  БИАНИЗОТРОПНОЙ  СФЕРИЧЕСКОЙ  
ЧАСТИЦЕ  В  РАМКАХ  ОПЕРАТОРНОЙ  ТЕОРИИ  РАССЕЯНИЯ
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Разработан метод расчета коэффициентов рассеяния Ми на неоднородных бианизотропных сферических 
частицах с использованием рассеянных полей и интегрального представления коэффициентов. Показано, что 
в рамках операторной теории рассеяния коэффициенты Ми выражаются посредством тензоров поверхностного 
импеданса волн в частице и окружающей среде. С помощью найденных коэффициентов Ми для неоднородной 
анизотропной частицы изучены условия возникновения эффекта направленного (преимущественно вперед) рас-
сеяния электромагнитного излучения. Возможно обобщение методики на случаи многослойных и цилиндриче-
ских частиц.
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Calculation method for the Mie scattering coefficients by inhomogeneous bianisotropic spherical particles is de-
veloped. It exploits the scattering fields and integral representation of coefficients. It is shown that within the operator 
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scattering theory the Mie coefficients are expressed by means of the wave impedance tensors in the particle and ambient 
medium. Using the Mie coefficients determined for the inhomogeneous anisotropic particle we study the existence con-
ditions of directional (predominantly forward) electromagnetic radiation. Generalization of the methodology to the cases 
of multilayer and cylindrical particles is possible.
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Введение
Рассеяние света объясняет многие явления в окружающем нас мире и является важным инструмен-

том для его целенаправленного познания. Процесс рассеяния электромагнитных волн может быть опи-
сан различными способами в зависимости от конкретных параметров системы. Для объектов, малень-
ких по сравнению с длиной волны рассеиваемого излучения (приближение Рэлея), можно учитывать 
лишь электрические дипольные моменты [1; 2]. Если показатель преломления частицы приблизительно 
равен единице, то задачу о рассеянии допустимо решать с помощью теории возмущений, причем часто 
можно ограничиться борновским приближением. Случай маленьких частиц с показателем преломле-
ния около единицы называют приближением Рэлея – Ганса. Другой предел – случай частиц большого 
размера – анализируется методами геометрической (лучевой) оптики [3–5]. Однако наиболее строгое 
описание дается решением уравнений Максвелла с условиями на границе раздела частицы (рассеяние 
Ми) [1; 2; 6; 7]. Существуют несколько модификаций и обобщений решения задачи Ми, такие как метод 
Т-матриц [8–11] и операторный метод [12–14]. 

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы проследить связь между операторным (матричным) 
подходом и классической теорией Ми, а также найти общие формулы для коэффициентов рассеяния. 
С этой целью решаются следующие задачи. Во-первых, проводится сравнение рассеянных полей в обоих 
подходах. Во-вторых, находятся коэффициенты Ми с использованием рассеянных полей, рассчитан-
ных в  рамках операторного подхода. Полученные общие соотношения позволяют записать коэффи-
циенты  Ми для неоднородных бианизотропных сферических частиц. В-третьих, коэффициенты  Ми 
вычисляются в частном случае радиально-неоднородной сферической частицы. С их помощью прово-
дится анализ эффектов направленного света [15–19] в дипольном приближении.

Коэффициенты рассеяния Ми
Представим выражения для монохроматических (с угловой частотой w) полей, рассеянных на сфе-

рической частице радиусом R, в классической теории Ми и операторном подходе. В теории Ми [1] 
электромагнитные поля раскладываются по базису взаимно ортогональных сферических гармоник 
Meml r, , ,q j( )  Moml r, , ,q j( )  Neml r, ,q j( ) и Noml r, , ,q j( )  где l и m = – l, …, l – целые числа; r, ,q j( ) – сфе-
рические координаты. С их помощью можно записать напряженности электрического Einc и магнит
ного Hinc полей падающей x-поляризованной плоской волны E einc = ein k z x

0 0  согласно

E M N H Ninc o1 e1 inc e1 o1= −( ) = − +( ) ( )

=

∞
( ) ( )∑E i E il l l

l
l l l

1 1

1 0

1 11, m M(( )
=

∞

∑
l 1

,

а напряженности рассеянного поля – как

	 E N M H N Msc e1 o1 sc o1 e= −( ) = +( ) ( )

=

∞
( )∑E ia b E ib al l l l l

l
l l l l

3 3

1 0

31, m 11l
l

3

1

( )

=

∞

( )∑ , 	 (1)

где e0 , m0 и n0 – диэлектрическая проницаемость, магнитная проницаемость и показатель преломления 

окружающей среды соответственно; k c0 = w  – волновое число в вакууме; c – скорость света в вакууме; 

сферические гармоники с верхними индексами  1( ) и  3( ) соответствуют выбору радиальных решений 

в виде сферических функций Бесселя j n k rl 0 0( ) и Ханкеля первого рода h n k rl
1

0 0
( ) ( )  соответственно; 

al и bl – коэффициенты рассеяния Ми, которые можно найти в результате решения граничной задачи на 



27

Оптика и спектроскопия
Optics and spectroscopy

поверхности раздела частицы и окружающей среды. Коэффициенты El можно задать через каждую из 
четырех сферических гармоник, но далее будут использоваться Meml q j,( ) и Moml q j, :( )

E
C

d d
Cl

l
l

l
l= = −( )

( )
( )

( )∫∫
1
1

1

0

2

0

0
1

1

o1
o1 inc

o1
e1 inM E M Hsinq q j

mpp

ccsin .q q j
pp

d d
0

2

0
∫∫

Здесь введены нормировочные коэффициенты E
C

d dl
l l

l l= ( )( )
( )∫∫

1
1 3

1 3 2

0

2

0o1 e1
o1 e1

,
, ,

, sin .M q q j
pp

 Коэффициенты Ми 

можно восстановить по известным значениям рассеянных электрических или магнитных полей. Дей-
ствительно, из выражения (1) следует, что в силу ортогональности сферических гармоник коэффициен-
ты Ми выражаются через Meml q j,( ) и Moml q j,( ) как

a
E C

d d b
E Cl

l l
l l

l l
l= = −( )

( )
( )∫∫

m
q q j
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0
3
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( )∫∫ Hsc sin .q q j
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Операторная теория рассеяния [13; 14] позволяет найти рассеянные поля альтернативным спосо-
бом – с использованием пространственных эволюционных операторов и тензоров поверхностного им-
педанса. Угловая зависимость полей задается не сферическими гармониками, а тензорной функцией

F Ylm lm r r lm r lmq j q j q j q j, , , ,( ) ( ) ( )= ⊗ + ⊗ + ×( ) ⊗e e e e eX X

где Ylm q j,( ) и  X lm lmi l l Yq j,
/( ) = − +( )  × ∇

−
1

1 2
r   – скалярная и  векторная сферические функции со-

ответственно; er , eq , ej – базисные векторы сферической системы координат. Сферические гармоники 
теории Ми могут быть записаны посредством Flm как

M M M eml ml ml lm lm lr i A F z n k r, , ,q j q( ) = − + = ( )o e 0 0
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где z n k rl 0 0( ) – сферическая функция Бесселя и A i
l l l m
l l mlm =

+( ) +( )
+( ) −( )

4 1
2 1

p !
!
. Введенные комплексные сфе-

рические гармоники позволяют связать оба подхода. Действительно, коэффициенты разложения тогда 
имеют вид
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Здесь использовано разложение поля падающей плоской волны по двум гармоникам – Moml r, ,q j( )  
и  Neml r, , ,q j( )  поэтому интегрирование слагаемого с  Meml r, ,q j( ) дает нулевой вклад, Fl1

+   – эр-
митово-сопряженная матрица. С  учетом нормировочного коэффициента (при выводе используем 
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из формул  (2) получаем q-компоненту разложения падающего электрического поля по тензорным 
функциям

E F d d
E A j n k ri l

l
l l l

q q

pp

q q j( ) += = −
( )

∫∫1
1

0

2

0

1 0 0

2
e Einc sin .

Делая аналогичные вычисления для θ-компоненты разложения магнитного поля, находим H
iEi l
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q
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m
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= −1

1

0
.

H
iEi l

i l

q
q

m
( )

( )
= −1

1

0
. Поскольку компоненты E i l

q
( ) 1  и  E i l

j
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i l i l i lE E( ) ( ) ( )= +1 1 1
q q j j  на по-

верхности сферы связаны с аналогичными компонентами магнитного поля посредством тензора поверх-
ностных импедансов Gl

0( )  как E Ht
i lm

l t
i lm( ) ( ) ( )= G 0 ,  то можно записать тангенциальные электрическое и маг-

нитное поля в виде
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где использовался известный вид тензора импедансов для волн в изотропной среде [13].
Подставляя рассеянные поля, рассчитанные с помощью операторной теории рассеяния [13]
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где I – проекционный оператор на границу раздела сред, вычислим коэффициенты Ми:
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где Gl  – тензор поверхностного импеданса для парциальных рассеянных волн (описываются функциями 
Ханкеля h n k rl

1
0 0

( ) ( )); Hsc
l R1 ( ) – тангенциальная составляющая рассеянного магнитного поля на границе 

раздела R между частицей и окружающей средой; магнитное поле Hsc
l R1 ( ) связано с тангенциальными 

компонентами электрического Et
i l( ) 1 и магнитного Ht

i l( ) 1 полей падающей волны на границе раздела со-
гласно [13; 14]:
	 H H Esc

l
l l l t

i l
t
i l1 1 1 1= −( ) −( )− ( ) ( )

G G G , 	 (5)

где Gl  – тензор поверхностного импеданса волн в сферической частице. Подставляя теперь (3) и (5) в (4), 
записываем окончательные выражения для коэффициентов рассеяния Ми для сферической частицы:
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где r = k0 R. Таким образом, соотношения (6) представляют собой коэффициенты рассеяния Ми в общем 
случае неоднородной бианизотропной сферической частицы, выраженные через тензоры поверхност-
ного импеданса сферических волн. Формулы (6) являются аналитическими выражениями и довольно  
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просто обобщаются на случай многослойных частиц путем введения эволюционных операторов сфери-
ческих слоев (формулы связи между рассеянными и падающими полями на границе раздела многослой-
ной сферической частицы и окружающей среды, обобщающие (5), могут быть найдены в [13; 14; 20]).

Коэффициенты Ми для неоднородных частиц
Тензор импеданса волн в изотропной среде был рассчитан ранее [13] и имеет вид

	 Gl l li D n i D n= ( ) ⊗ + ( ) ⊗−g r g rq j j q
1 e e e e , 	 (7)

где g m
e=  и  n = em  – импеданс и показатель преломления изотропной среды с проницаемостями e и m 

соответственно; D x
xz x
xz xl
l

l
( ) =

( ) 
′

( ) 
.  Для тензоров импеданса Gl

0( )  и  Gl  в окружающей среде нужно брать 

одинаковые g
m
e0

0

0
=  и  n0 0 0= e m ,  но разные сферические функции: z x j xl l( ) = ( )  и  z x h xl l( ) = ( )( )1   

соответственно.
В случае анизотропной, радиально неоднородной среды с проницаемостями ^e e e= +( ) ⊗ +

−

1 0 2 0
2 2 1

1h h k r Ir re e ×  

× ^e e e= +( ) ⊗ +
−

1 0 2 0
2 2 1

1h h k r Ir re e  и  ^m m m= +( ) ⊗ +
−

1 0 2 0
2 2 1

1h h k r Ir re e ,  для которой уравнения Максвелла имеют аналитиче-
ские решения [14; 21], тензор поверхностного импеданса равен

	 Gl l m l l m li D i D
l l

= ( ) ⊗ + ( ) ⊗−
−g l r g l rq j j q1
1

1, , ,e e e e 	 (8)

где e1, m1, h0 и h2 – постоянные; l e ml l l h= − +( )1 1 21 ;  g
m
l− =1
1

, ;l
l

 g
l
e1
1

, ;l
l=  m l l hl = +( ) + −1 1

4
1
20 .  

Производная D xl ( )  выражается через сферическую функцию Бесселя z x j xl l( ) = ( ) , так как соответ-
ствует волне внутри шара. Для h0 = 1 и h2 = 0 получаем параметры изотропной среды и тензор импе-
данса (7).

Подставляя тензоры поверхностных импедансов (7) и (8) в выражения для коэффициентов Ми (6), 
получаем

	 a
j n
h n

D n D
D nl
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l

l l m l
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−
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0 1
0

0

gg l r g r0 1 0D D nm l l ll
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

	 (9)

где g
m
e0

0

0
=  – импеданс окружающей среды. При замене неоднородной анизотропной среды на од

нородную изотропную необходимо подставить g g
m
e− = =1 1
1

1
, ,l l  и  l e ml = 1 1. Тогда соотношения (9) 

станут привычными коэффициентами рассеяния Ми [1; 2; 7].

Направленный свет
Применим рассчитанные коэффициенты Ми для неоднородных сферических частиц в целях изу

чения направленного света. В литературе под направленным светом понимают подавление рассеяния 
в некотором направлении и соответствующее усиление рассеяния в других направлениях [15–19]. Из-
вестны, например, условия Керкера [22; 23] для уменьшения рассеяния назад (первое условие Керкера) 
или вперед (второе условие Керкера) дипольной частицей. Первое условие можно легко получить ис-
ходя из выражения для обратного сечения рассеяния [1; 7; 17]:

Q l a bl
l l

l
bs .= +( ) −( ) −( )

=

∞

∑1 2 1 12
1

2

r
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Если размер сферы мал по сравнению с длиной волны, то основную роль играют первые коэффи
циенты Ми a1 и b1, поэтому сечение рассеяния назад будет близко к нулю при выполнении условия 
a1 = b1. Поскольку коэффициенты Ми – комплексные числа, то данное условие на самом деле представ-
ляет собой два уравнения, состоящих в равенстве действительных и мнимых частей коэффициентов.

Рассмотрим рассеяние электромагнитной волны анизотропной сферической частицей с материальны-
ми параметрами, обсуждавшимися в предыдущем разделе и изображенными на рис. 1. Только радиальные 
компоненты тензоров проницаемости имеют зависимость от координаты, в то время как тангенциаль-
ные компоненты постоянны. Тогда коэффициенты Ми даются формулами (9). Условие равенства первых 
коэффициентов демонстрируется на рис. 2 (кривая 1). кривая 1 является графиком разности a b1 1− .  При 
обращении этой величины в нуль будет выполняться первое условие Керкера. На рис. 2 можно заметить 
по крайней мере две такие точки: первую – вблизи k0 R = 0,45, а вторую – вблизи k0 R = 1. В данных точках 
первые коэффициенты Ми превалируют над последующими (см. рис. 2, кривая 2). По этой причине ми-
нимум вблизи k0 R = 1,5 не обсуждается. Сечение обратного рассеяния (см. рис. 2, кривая 3) подтверждает 
существование минимумов в указанных точках. Следует отметить, что в нашем случае возникают две 
точки, в которых выполняется первое условие Керкера, хотя для изотропных частиц с высоким показа-
телем преломления есть только одна такая точка [17]. Анизотропия увеличивает количество точек, а не-
однородность смещает их положение.

Заключение
Представлен подход к расчету коэффициентов рассеяния Ми на неоднородной бианизотропной сфе-

рической частице, в основе которого лежит сравнение традиционной теории рассеяния Ми с опера-
торной теорией. Последняя позволяет в общем виде вычислять рассеянные электромагнитные поля на 
неоднородных многослойных бианизотропных частицах, но не использует коэффициенты Ми. Теория 
рассеяния  Ми, наоборот, позволяет найти коэффициенты рассеяния, но их запись не универсальна. 
Путем объединения обоих методов были получены коэффициенты Ми, выраженные через тензоры им-
педанса и эволюционные операторы. Отметим, что данная методика может быть без труда обобщена 
для расчета коэффициентов рассеяния Ми для многослойных бианизотропных сферических частиц. 
В качестве примера были найдены коэффициенты Ми для неоднородной анизотропной частицы и ис-
следован эффект направленного света.

Рис. 1. Материальные параметры  
неоднородной анизотропной  

сферической частицы в зависимости  
от нормированной радиальной координаты k0 r:  

1 – err ; 2 – eqq = ejj ; 3 – mrr ; 4 – mqq = μjj.  
Параметры: e1 = 5,76; m1 = 1; h0 = – 0,1; h2 = –1

Fig. 1. Material parameters of the inhomogeneous spherical  
particle depending on the normalized radial coordinate k0 r: 

1 – err ; 2 – eqq = ejj ; 3 – mrr ; 4 – mqq = μjj.  
Parameters: e1 = 5.76; m1 = 1; h0 = – 0.1; h2 = –1

Рис. 2. Коэффициенты рассеяния Ми  
и сечение обратного рассеяния Q bs  

в зависимости от параметра размера сферы k0 R: 
1 2 3− − − + + + −a b a b a b Q1 1 2 2 3 3; ; .bs  

Параметры: e1 = 5,76; m1 = 1; h0 = – 0,1; h2 = –1; e0 = 1; m0 = 1

Fig. 2. Mie scattering coefficients  
and backscattering cross-section Q bs depending  

on sphere’s size parameter k0 R: 
1 2 3− − − + + + −a b a b a b Q1 1 2 2 3 3; ; .bs  

Parameters: e1 = 5.76; m1 = 1; h0 = – 0.1; h2 = –1; e0 = 1; m0 = 1
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