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УДК 621.373.826:535.421

ОДНОЧАСТОТНЫЙ ЛАЗЕР НА БАЗЕ ЛЕГИРОВАННОГО  
ИОНАМИ Er – Yb ОПТИЧЕСКОГО ВОЛОКНА  

С ВОЛОКОННЫМИ БРЭГГОВСКИМИ РЕШЕТКАМИ

Дж. АЛЬРЕМЕИТИ 1), 2), И. А. ГОНЧАРЕНКО 2), 3)

1)Институт технологических инноваций, 9639, Масдар-Сити, Абу-Даби, Объединенные Арабские Эмираты 
2)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь 

3)Университет гражданской защиты 
Министерства по чрезвычайным ситуациям Республики Беларусь,  

ул. Машиностроителей, 25, 220118, г. Минск, Беларусь

Рассмотрена структура компактного узкополосного волоконно-оптического лазера, генерирующего излучение 
в одной продольной моде (одночастотный лазер). В настоящее время одночастотные лазеры находят широкое при-
менение в оптических системах связи с разделением каналов по длинам волн (технология WDM), оптических датчи-
ках с высоким разрешением, спектрометрах, также они используются для распознавания оптических изображений, 
детектирования гравитационных волн, создания мощных киловаттных лазерных систем на основе сложения коге-
рентных лазерных пучков и т. д. Предложенный лазер изготовлен на основе короткого отрезка оптического волокна, 
совместно легированного ионами Er3+ и Yb3+. Для создания обратной связи использован резонатор Фабри – Перо, 
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сформированный волоконными брэгговскими решетками, которые записаны на концах отрезка легированного 
волокна. С помощью математического моделирования выполнена оптимизация параметров элементов лазера для 
достижения генерации на одной продольной моде на длине волны 1550 нм, соответствующей минимальным по-
терям стандартного телекоммуникационного волокна. Теоретическая модель основана на получении решения для 
стационарного состояния системы скоростных уравнений для оптических полей с учетом взаимодействия между 
энергетическими уровнями легированного ионами Er3+ – Yb3+ кварцевого волокна. Система уравнений решена 
с использованием итерационного метода в программном коде Matlab, что позволило провести анализ заселеннос ти 
энергетических уровней ионов эрбия и иттербия. Для вычисления функции отражения брэгговских решеток применен 
разработанный авторами алгоритм на основе метода линий. С использованием программного пакета Optisystem про-
изведен расчет динамики установления генерации предложенного лазера на основе легированного ионами Er3+ – Yb3+ 
оптического волокна. Показано, что при оптимальных параметрах элементов лазера можно получить одночастот-
ную генерацию в непрерывном режиме с мощностью 0,67 Вт на длине волны 1550 нм при мощности накачки 1 Вт 
с дифференциальной эффективностью (т. е. эффективностью наклона кривой зависимости мощ нос ти сигнала от 
мощности накачки), равной 67 %. 

Ключевые слова: волоконно-оптический лазер; одночастотная генерация; волоконная брэгговская решетка; 
легированное ионами Er – Yb оптическое волокно; резонатор Фабри – Перо.

A SINGLE-FREQUENCY LASER  
ON THE BASE OF Er – Yb CO -DOPED  

OPTICAL FIBER WITH FIBER BRAGG GRATINGS

J. ALRUMEITHI a, b, I. A. GONCHARENKOb, c

aTechnology Innovation Institute, Masdar City 9639, Abu Dhabi, United Arab Emirate 
bBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus 

cUniversity of Civil Protection, Ministry for Emergency Situations of the Republic of Belarus,  
25 Mašynabudaŭnikoŭ Street, Minsk 220118, Belarus

Corresponding author: J. Alrumeithi (juma.alrumeithi@tii.ae)

The structure of the compact narrow-band fiber lasers operating in a single longitudinal mode (single-frequency la-
sers) has been considered. The single-frequency fiber lasers are widely used in WDM telecommunication systems, high- 
resolution sensors, spectrometers, as well as for lightimaging detection, detection of gravitational waves and creation of 
multikilowatt laser systems based on coherent combining of laser beams. The proposed laser is based on the short length 
of optical fiber co-doped with Er3+ and Yb3+ ions. For cavity feedback a Fabry – Perot resonator is formed by using fiber 
Bragg gratings written on the ends of the doped fiber section. On the base of the numerical simulations the optimisation 
of the laser elements parameters has been carried out in order to achieve the single longitudinal mode laser generation at 
1550 nm wavelength that corresponds to the minimum loss generated by the telecommunication fibers. The theoretical 
model is based on the steady state solutions of the rate equations resulting from the optical fields and ions interaction in-
side the Er3+ – Yb3+ co-doped silica fiber. The mathematical equations are solved using an iterative method by Matlab to 
provide an analysis of the energy levels of erbium and ytterbium ions doping the silica fiber. For the calculation of the fiber 
Bragg grating reflectivity the original algorithm based on the method of lines has been applied. A series of simulations 
have been performed by using the Optisystem software to obtain the modelling of the dynamic behaviour of the proposed 
Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser. The optimised Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser demonstrated a continuous wave power 
of 0.67 W at 1550 nm wavelength for a pump power of 1 W with a slope efficiency of 67 %. 

Keywords: fiber laser; single-frequency generation; fiber Bragg grating; Er – Yb co-doped fiber; Fabry – Perot resonator.

Introduction
The single-frequency erbium-doped fiber lasers are considered as a key tool due to their high potential ap-

plications in WDM telecommunication systems operating with wavelengths around 1.55 µm, high-resolution 
sensors, spectrometers, for lightimaging detection, detection of gravitational waves and creation of multiki lowatt 
laser systems based on coherent combining of laser beams [1–14]. They are attracting a great deal of interest 
and high demand because of their ability to provide fiber compatible laser sources with a narrow linewidth (tens 
of ki lohertz), low level of optical noise, high output power, low threshold pump power and a high stability of 
output parameters. Single-frequency fiber lasers are being actively developed, primarily due to their compact-
ness compared to solid-state counterparts and better output characteristics compared to semiconductor lasers.
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Short fiber lengths and wavelength selective filters such as the fiber grating are desired to maintain the stability 
and provide single-frequency operation to avoid the mode hopping issue. However, a few centimeters long fiber 
does not provide a satisfactory pump absorption and leads to insufficient and low output power. Although, the 
expectation of considering high erbium concentrations contributes to increase the pump absorption and provide 
a high desired gain but the ion-ion interactions leads to the waste of energy by exchanging the energy between 
the ions of erbium and critically reducing the laser efficiency and deplete the erbium metastable level [15]. 
In order to provide the solution to these problems the co-doping the gain medium of the fiber with erbium (Er3+ ) 
and ytterbium (Yb3+ ) ions has been proposed [2; 11; 12; 16; 17]. By providing the optimal concentrations of the 
rare-earth ions, the pair induced energy transfer from Er3+ and Yb3+ provides the desired pumping requirements 
for the erbium and allows to rescale the concentrations of the erbium without a high reduction in the efficiency 
due to the cooperative up conversion. The contribution of Yb3+ sufficiently avoids the formation of Er3+ clusters 
and allows an effective contrasts of the energy transfer. Additionally, the Yb3+ allows the extension range of the 
acceptable pump wavelengths and the highest absorption cross section is defined at 980 nm. The pumping of 
Yb3+ at 980 nm provides the best performance and high efficiency to construct a compact fiber lasers.

In this work we propose a theoretical model for the analysis of a compact single-frequency fiber laser based 
on Er3+ – Yb3+ co-doped fibers; the continuous wave (CW) operations of single-frequency fiber laser using the 
Bragg gratings as wavelength filtering components at the ends of the section of the doped fiber and conside-
ring the principle of the linear cavity configuration of the Fabry – Perot architecture to generate a high light 
confinement to satisfy the laser performance requirements. The theoretical work proposed are proved to have 
a great agreement with the published experimental results associated with compact single-frequency Er3+ – Yb3+ 
co-doped fiber lasers. 

The main objective of this work is to analyse the possible design of a compact single-frequency high power 
laser on the base of short length of optical fiber co-doped with Er3+ and Yb3+ ions. The laser cavity is created 
by Bragg gratings written on the fiber ends. Short fiber length leads to insufficient pump radiation absorp-
tion. The optimal concentrations of these ions should be established by solving propagation-rate equations. 
Additionally, we provided the numerical analysis of the influence of the fiber Bragg grating parameters on its 
transmission function. On the base of the analysis the proper selection the parameters will be done to provide 
the single-frequency regime of the laser generation.

Making the propagation-rate equations for Er – Yb composition
The system of rate equation resulting from the energy level system between the Er3+ and Yb3+ ions are con-

sidered as a complex and difficult to solve without any boundary conditions and estimations. Figure 1 shows 
a simplified energy level of the system with neglecting some transitions that exhibit the small and less influence 
on the characteristics of the laser.

These assumptions didn’t affect significantly the overall results of the laser system performance and cha-
racteristics while maintaining the accuracy of the model. As the gain medium is pumped at 980 nm, the system 
of rate equations resulting can be written as [7; 18; 19]

∂
∂

= − − + + + − + −
N
t

W N W N A N W N C N C N N C N Cup cr up cr
1

12 1 13 1 21 2 21 2 2

2

14 1 4 3

2 NN N1 6 ,

∂
∂

= − − + − +
N
t

W N A N W N A N C N C N Nup cr
2

12 1 21 2 21 2 32 3 2

2

14 1 42 2 ,

Fig. 1. Simplified energy level diagram of Yb3+ and Er3+ ions
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∂
∂

= − + − +
N
t

W N A N A N C N C N Nup cr
3

13 1 32 3 43 4 3

2

14 1 42 2 ,

N1 + N2 + N3 + N4 = NEr ,
∂
∂

= − + + +
N
t

W N A N W N C N Ncr
5

56 5 65 6 65 6 1 6,

N5 + N6 = NYb,

where N1, N2, N3 and N4 are the populations of 4I15/2, 
4I13/2, 

4I11/2 and 4I9/2 energy levels corresponding to the 
Er3+ ions, also N5 and N6 are the populations of 2F7/2 and 2F5/2 energy levels corresponding to the Yb3+ ions; 
Wij represents the stimulated transition probabilities (ij represents the transition from i to  j); A21 and A65 terms 
relats and identifies the spontaneous transition probabilities, also A32 and A43 represent the non-radiative relaxation 
probabilities; Cup, Ccr14 and Ccr are the transformation of the coefficients associated with the increased frequency 
and cross-relaxation between the Er3+ and Yb3+ ions; NEr and NYb identify and introduce the concentrations of the 
Er3+ and Yb3+ ions. It should be noted that for this model we neglected the diverse of mechanisms and conditions 
that contribute to broaden the energy levels, as well as the associated related temperature instability [7].

Inside of the laser gain medium, the optical field at pump and laser wavelengths propagates in the longi-
tudinal z-direction. Therefore, each of these fields will be described by a differential equations governing by 
the spatial variation of the optical power. The variation of the pump power P zp p, ν( ) and the power of laser 
radiation P zsj sj

± ( ), ν  over the length specified for the cavity of the laser is described by the system of differential 
equations that identified as the propagation equations and can be written as [7; 18; 19]

dP z
dz

N N N P z l P zp p
p p p p p

,
, ,

ν
σ σ σ ν ν

( )
= − − −  ( ) −Γ Er Yb Yb13 1 56 5 65 6 pp( ),

 
dP z

dz
N N P zsj sj

sj j j sj sj

±
±( )

= ± ( ) − ( )



 ( ) ±

,
,

ν
σ ν σ ν νΓ Er Er21 2 12 1

±± ( ) ± ( )±
2 21 2h N l P zj j sj j sj sj sjν ν σ ν ν∆ Γ Er , ,

 
(1)

P P

P

R P L P L

R

p p p

sj j

j sj j sj j

j

0

0 0

0

2

1

, ,

, ,

, , ,

ν

ν

ν ν ν

ν

( ) =

( ) =

( ) ( ) = ( )
(

+ −

)) ( ) = ( )− +P Psj j sj j0 0, , ,ν ν

where j = 1, …, M (M represents the number of the longitudinal modes that can be produced by the laser); 
νp, νj and lp, lsj are the frequencies of the radiation and the losses of the pump wave and the generated wave; 
R j1 ν( ) and R j2 ν( ) are the reflectance of the cavity mirrors; L is the length of the laser cavity; σErij and σYbij are 
the absorption and emission cross section of the Er3+ and Yb3+ ions. The sign «plus» in the notation P zsj sj

± ( ), ν  
corresponds to the forward propagation of the optical radiation, respectively the sign «minus» represents the op-
tical radiation propagation in the reverse direction [7]. The overlap integrals between the cross section of the 
radiation fields and the active region of the waveguided identified as Γp and Γsj based on the assumption of 
con sidering the Gaussian intensity distribution of the fields of the pump radiation and the signal radiation can 
be determined by the following relationship [20]:

Γm
d

m

a
= −







1

2

2
exp ,

ω
where ad is introduced as the active radius of the fiber, and ωm is the transverse size of the radiation field, as 
m = p for the pump wave and m = sj for the corresponding signal wave. The term 2

21 2
h Nj j sj jν ν σ ν∆ ( )Γ

Er
 ex-

pressed in equation (1) provides the description of the input noise equivalent power [7].
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Fiber Bragg grating parameters to provide  
the single-frequency regime of the laser generation

We start with the numerical analysis of the uniform periodic Bragg grating with the high-reflection (HR). 
The fiber core radius is Rco = 2.88 µm, the refractive index in the core of the first homogenous region is 
nco1 = 1.450 0, and the refractive index of the cladding is ncl = 1.412 5. The number of the grating periods 
is N = 22 620, the grating period is Λ = 0.537 82 µm, the grating length is LFBG = 24.442 mm, and the relative 
difference between the grating core refractive indices is ∆  nco = 0.000 1. The reflectivity of the uniform periodic 
grating with the selected parameters was assigned in Matlab [21; 22] and the simulation result is shown in fig. 2. 

The modelling results of the uniform periodic grating reflection spectra (Bragg wavelength λB = 1550 nm) 
with a reflectivity of 97 % based on the parameters specified in the simulation, and this considered sufficient 
for the HR Bragg grating to be implemented and inserted as reflector for the Fabry – Perot cavity feedback.

The second numerical analysis of the uniform periodic grating was performed for the partial reflection (PR) 
Bragg grating [21; 22]. The fiber core radius is Rco = 2.88 µm, the refractive index in the core is nco1 = 1.450 0, 
and the refractive index of the cladding is ncl  = 1.412 5. The number of the grating periods is N = 6610, the 
grating period is Λ = 0.537 82 µm, the grating length is LFBG = 7.109 98 nm, and the relative difference between 
the core refractive indices is ∆  nco = 0.000 1. The modelling results of the uniform periodic grating reflection 
spectra (Bragg wavelength λB = 1550 nm) with a reflectivity of 55 % based on the parameters specified in the 
simulation is shown in fig. 3.

Fig. 2. Reflectivity of a uniform periodic fiber gratings  
with number of periods N = 22 620 and ∆  nco = 0.000 1, 

leading to a total reflection 97 % with narrow central peak wavelength 1550 nm

Fig. 3. Reflectivity of a uniform periodic fiber gratings  
with number of periods N = 6610 and ∆  nco = 0.000 1, 

leading to a total reflection 55 % with narrow central peak wavelength 1550 nm
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Therefore, the results considered are reliable and convenient for the PR Bragg grating and could be imple-
mented and inserted as the partial reflector of the Fabry – Perot cavity for the outcoupling.

Following to the calculations for the Fabry – Perot cavity, the transmittance maxima corresponding to the 
Fabry – Perot resonance is observed to overlap with desired reflectivity spectrum based on the physical length 
of the cavity [23]. Figure 4 shows the fiber cavity transmittance spectrum using the uniform Bragg grating, the 
length of the Fabry – Perot cavity L = 1 cm, and neglecting the absorption associated with the Bragg grating as 
reflectors for the proposed configuration. The peak wavelength of the uniform fiber Bragg grating is centered 
at 1550 nm. The cavity transmission spectra (see fig. 4) were obtained based on the proposed configuration of 
the Fabry – Perot cavity in order to produce the single mode fiber laser generation. The central resonance of the 
Fabry – Perot cavity is at the desired Bragg wavelength (λB = 1550 nm) of the uniform gratings. 

Fiber laser setup
The schematic digram of the proposed Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser is shown in fig. 5. The pump source 

is the laser diode operating at 980 nm, the beam of this fiber laser system is collimated first and then propaga-
ted through the optical isolator to secure the system from any back reflections from the fiber ends that can damage 
the input source identified as the diode laser for the proposed fiber laser optical system. The pump radiation 
is focused directly into the Er – Yb fiber through the first HR fiber Bragg grating, which is 97 % reflecting at 
1550 nm. The section of the 1 cm length Er – Yb fiber with a numerical aperture of 0.32 and the outcoupling 
of the light is based on the output PR fiber Bragg grating, which has 55 % reflecting at 1550 nm. 

Fiber laser simulation
The proposed fiber laser setup is modelling by using the Optisystem software to reach the suitable design 

that should be implemented. Optisystem software allows to establish the reliable optical design to determi ne 
the fiber laser architecture for the Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser. Evaluate cost and performance by calcu-
lating the output power, maximum noise figure, maximum gain ripple and minimum pump power depend on 

Fig. 4. Transmittance spectra of the Fabry – Perot fiber cavity formed  
by uniform fiber Bragg gratings

Fig. 5. Schematic diagram of the Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser
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the optical system specifications such as pump wavelength range, passive component losses, component costs 
and so on. The results of the simulation is shown in fig. 6. Er3+ – Yb3+ fiber laser is excited and pumped by 
the laser diode at wavelength of 980 nm. The power of the pump source was swept from 0 to 1 W by the 
CW dio de laser. The pump radiation was focused into the Er3+ – Yb3+ co-doped fiber through the HR fiber 
Bragg grating. This component is introduced as the bidirectional reflective filter and can be considered as 
the fiber Bragg grating for the Optisystem platform. The HR fiber Bragg grating has the 97 % reflecting at 
1550 nm and 99 % transmitting at 980 nm. Two optical delays were introduced in the setup of the optical sys-
tem to generate optical signal delay in order to enable the calculations of the simulation. A length of 0.01 m 
of Er3+ – Yb3+ fiber is introduced with a numerical aperture of 0.32, Er3+ ions density in 5.0 ⋅ 1025 ions per 
1 m3 and Yb3+ ions density in 6.25 ⋅ 1026 ions per 1 m3 of the Er3+ – Yb3+ co-doped fiber optical components 
simulates the fiber laser setup when solving the numerically the rate and propagation equations for a steady-
state case and considering the non-linear phase changes by propagating the signal by using the non-linear 
Schrödinger equation. The outcoupling of the fiber laser is based on the PR fiber Bragg grating (55 % reflec-
ting at 1550 nm). The buffer selector is used for selecting the signal data associated with a specified iteration 
in a series of iterations based on the proposed fiber laser setup. Convert to sampled signals defines the input 
signal type to be converted to sampled signals. 

Analysis of the simulation results
The CW power of 0.67 W at 1550 nm is demonstrated for a launched power of 1 W with a slope efficiency 

of 67 %. Figure 6 shows the optimised design of the optical system for the compact Er3+ – Yb3+ co-doped fiber 
laser and the results indicated for the best slope efficiency with the length of 0.01 m. The performance of the 
proposed setup will start to degrade as we increase the length of the fiber. Figure 7 shows the results of the ob-
tained output power. The noise power at the output of the optical system by using the built in Optisystem optical 
power meter is presented in fig. 8.

Fig. 6. Optisystem simulation setup for Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser  
with the optimal length L = 0.01 m

Fig. 7. Output power measured  
by the built in optical power meter (Optisystem software)

Fig. 8. Noise power at the output measured  
by the built in optical power meter (Optisystem software)
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Evaluation of Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser
The demonstrated Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser for single-frequency operation can be determined as 

the function of grating reflectivity and resonator length. In all calculations discussed in this research, we assu-
med the fiber laser having pair of Bragg gratings without loss, the laser wavelength of 1550 nm based on the 
uniform Bragg grating reflectivity and the fiber with the core radius Rco = 2.88 µm, core refractive index of 
nco = 1.450 0 and cladding refractive index of ncl = 1.412 5. The cavity length is L = 1 cm. We have consi dered 
the strong pump regime, which results in high lasing power based on the optical system components and 
proper ties. The reflectivity of the Bragg grating reflectors written in a single-mode fiber laser is selected to pro-
vide the single mode operation. The uniform Bragg reflectors are modelled using the method of lines theory. 
Uniform Bragg gratings reflectivity of 97 % is demonstrated for the HR fiber Bragg grating and 55 % for the 
PR fiber Bragg grating to couple out the light from the end of the fiber laser system. The cavity configuration 
for the single-mode operation based on the Fabry – Perot resonator demonstrated a dominant lasing mode at 
the central resonance (Bragg wavelength λB = 1550 nm). Analysis of the reflection of uniform Bragg gratings 
is treated according to the method of lines theory approach. The proposed configuration of the uniform Bragg 
reflectors results in the single-frequency operation of the 1 cm section of the Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser. 
A length of 0.01 m of Er3+ – Yb3+ fiber is established with the numerical aperture of 0.32, Er3+ ion density is 
5.0 ⋅ 1025 ions per 1 m3 and Yb3+ ions density is 6.25 ⋅ 1026 ions per 1 m3. A CW power of 0.67 W at 1550 nm  
is de monstrated successfully for a launched power of 1 W with a slope efficiency of 67 %. The laser slope 
efficiency is found to be maximum at the proposed compact Er3+ – Yb3+co-doped fiber laser based on the Bragg 
gratings. This configuration and design were chosen to achieve the high slope efficiency and reasonable stability 
with respect to the desired frequency at 1550 nm. Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser was designed and tested using 
the analysis of the Optisystem software to demonstrate reliable numerical results. All the modeled components 
and parameters for the demonstrated Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser are shown in the table. 

Parameters of Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser

Parameter Symbol Value

Pump wavelength λp 980 nm

Signal wavelength λs 1550 nm

Cavity length L 1 cm

Pump power Pp 1 W

Core radius Rco 2.88 µm

Doping radius RD 2.88 µm

Core refractive index nco 1.450 0

Cladding refractive index ncl 1.412 5

Numerical aperture NA 0.32

HR fiber Bragg grating reflectivity FBGHR 97 %

PR fiber Bragg grating reflectivity FBGPR 55 %

HR fiber Bragg grating length FBGHR L 24.44 mm

PR fiber Bragg grating length FBGPR L 7.11 mm

Fiber laser total length FLaserL 4.155 cm

Temperature T 300 K

Bandwidth Bw 2 nm

Emission lifetime of Er3+ Erτ 10 ms

Emission lifetime of Yb3+ Ybτ 1.5 ms

Energy transfer coefficient

K1242 5.283 ⋅ 1024 m3/s

K3134 5.283 ⋅ 1024 m3/s

K1365 0.344 ⋅ 1024 m3/s



12

Журнал Белорусского государственного университета. Физика. 2023;2:4–13
Journal of the Belarusian State University. Physics. 2023;2:4–13

Parameter Symbol Value

Non-radiative transitions
Anr43 1 ⋅ 109 s–1

Anr32 1 ⋅ 109 s–1

Total population of Er3+ NEr 5.0 ⋅ 1025 ions per 1 m3

Total population of Yb3+ NYb 6.25 ⋅ 1026 ions per 1 m3

Sampled signal power Sp 0.67 W

Noise threshold NT –100 dB

Noise dynamic ND 3 dB

Total power losses SL 0.33 W

Efficiency FLaserη 67 %

Conclusions
A theoretical model of the Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser device was established and developed. The mo-

del was based on the steady state solutions of the rate equations resulting from the optical fields and ions 
interaction inside the Er3+ – Yb3+ co-doped silica fiber. Initially the steady state rate equations were solved by 
Matlab program based on the method of rate equation pair solver. The numerical analysis of the fiber Bragg 
gratings configuration to establish a single-frequency fiber laser were computed by applying the method of 
lines. The optical resonator considered as a Fabry – Perot resonator configuration bases on the Er3+ – Yb3+ 
doped silica fiber to obtain a single longitudinal mode. The simulations and modelling results of the Fabry – 
Perot transmission spectrum of the uniform periodic Bragg grating and apodised fiber grating were obtained 
with Matlab software. The optimised Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser demonstrated the CW generation with 
the power of 0.67 W at 1550 nm for a launched power of 1 W with a slope efficiency of 67 %.

The theoretical model presented and developed in this research neglects the Bragg gratings reflector losses. 
However, as expected there is a very small slight difference between the proposed results and experimental 
data discussed in this work. The difference is due to the computing different software and programs that con-
sider different algorithms and parameters associated with the optical system components of executing and 
evaluating the performance of Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser. 

In conclusion a sufficient solid theoretical model of Er3+ – Yb3+ co-doped fiber laser was successfully es-
tablished and developed. The performance of the laser in terms of the obtained sampled power demonstrated 
an increase of approximately 16 % efficiency over the previously published and discussed experimental data 
presented in this research work.
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СВЕТОВЫЕ ПУЧКИ, ГЕНЕРИРУЕМЫЕ АКСИКОНОМ  
С ЗАКРУГЛЕННОЙ ВЕРШИНОЙ

С. Н. КУРИЛКИНА1), 2), Р. Ё. А. А. АЛБЛООШИ 2),  
П. И. РОПОТ 1), A. M. ВАРАНЕЦКИЙ 1)
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пр. Независимости, 68, 220072, г. Минск, Беларусь 

2)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Внимание сфокусировано на реальной форме аксикона, не острой, а закругленной. Рассмотрен несовершенный 
аксикон с закругленной вершиной, форма которого аппроксимирована гиперболоидом, и проведен теоретический 
и экспериментальный анализ свойств пучка, генерируемого в дальней зоне за таким аксиконом. Продемонстри-
ровано, что если в вершине форма аксикона отклоняется от конической в пределах десятков микрометров, то по-
перечное распределение интенсивности формируемого светового поля имеет сильно осциллирующий характер. 
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При этом ширина кольца (область, в которой нормированная на максимальное значение интенсивность превышает 
величину 0,5) меньше таковой в случае идеального аксикона. Эти колебания возникают в результате интерференции 
частей падающего пучка, проходящего через круглый линзообразный наконечник аксикона и окружающую его 
коническую поверхность. Показано, что периодичность колебаний зависит от параметра закругления: при увели-
чении данного параметра периодичность колебаний (а также радиус центрального максимума) уменьшается, а их 
амплитуда увеличивается. Предложен и апробирован метод определения закругления реального аксикона. Полу-
ченные результаты могут быть полезны для уточнения характеристик изготавливаемых аксиконов.

Ключевые слова: аксикон; бесселевы пучки; дифракция; интерференция; интенсивность света.
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The attention is focused on the real shape of the tip of the axicon, which is not sharp but rather oblate. The imperfect 
axicon with rounded tip approximated by a hyperboloid is considered, and the properties of the beam generated in far 
field behind such an axicon are analysed theoretically and experimentally. It has been demonstrated that if the axicon tip 
deviates in its apex from the ideal sharp tip in the range of tens of micrometers, the transversal intensity distribution is 
strongly oscillatory. Meanwhile, the ring width (area, within which normalised intensity is larger than 0.5) is smaller as 
compared with the case of ideal axicon. These oscillations result from the interference of parts of the incoming beam pro-
pagating through the round, lens-like axicon tip and the conical surface surrounding the tip. It is shown that the periodicity 
of oscillations depends on the parameter of bluntness: if this parameter increases the periodicity of oscillations (as well 
as the radius of the center of the light ring) decreases, and their amplitude increases. The method for determination of the 
bluntness of real axicon is proposed and tested. Obtained results can be useful for correction of characteristics of conven-
tional axicons.

Keywords: axicon; Bessel beams; diffraction; interference; intensity of light.

Introduction
Axicons are a family of cylindrical symmetrical optical elements that produce a line focus rather than a point 

focus from incident collimated beam [1]. There are several types of axicons, working either by reflection or 
by transmission, and being either converging or diverging, but the most common one is probably the conical 
lens. Recently, new types of axicons are created using metasurfaces [2; 3]. Axicons are widely used in many 
applications, ranging from optical coherence tomography [4] and multi-photon imaging [5; 6] to manipulation 
and sorting of micro objects like biological cells [7–9] and generation of non-linear optical interactions 
(inclu ding plasma formation) in solids [10 –12], liquids [13–15] and gases [16 –19]. This interest is mainly 
due to the abi lity of axicons to form the light beams whose transversal intensity distribution is described by the 
zeroth-order Bessel function of the first kind. Meanwhile, this distribution is invariant along the beam propa-
gation. Such beams are called as «quasi-non-diffracting» ones. 

As a rule, considering the features of the field behind the axicon authors ignore diffraction effects on the 
axi con edges and assume an ideally sharp tip (see, for example, [20 –25]). However, in most of the experi-
mental realisations, the obtained pattern is more complicated than predicted such a way. Recently, it is shown 
that the diffraction from the axicon edges causes noticeable modulation of the on-axis optical intensity along 
the beam propagation [26 –28]. Moreover, due to manufacturing constraints [29], the tip of the axicon de-
viates from the ideal cone shape and becomes rather round, causing significant aberrations in the intensity 
profile [30–32] (introducing modulations in the on-axis intensity). These oscillations result from the interfe-
rence of parts of the incoming beam propagating through the round, lens-like axicon tip and the conical surface 
surrounding the tip [30]. Meanwhile, for narrow beams the axicon acts similarly as a conventional lens. Axicons 
with smaller base angles (longer zones of diffraction-less) are more prone to such aberrations. Results, obtained 
in works [30 –32], demonstrated that axicon blunt profile should be taken into account for most applications, 
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especially those requiring high, smooth and continuous on-axis intensities. But determination of the bluntness 
value stays important problem because it needs a complex and expensive equipment.

In the present paper, we study the modifications induced by the bluntness of the conical lens vertex on the 
transverse intensity distribution of the beam. We show in particular that the round-tip axicon causes the oscilla-
tions in transversal intensity distribution. The periodicity of them can be used for estimation of bluntness and, 
as a consequence, optimisation of the transverse size of the incident beam.

Theory: the beam behind axicon
Axicons – conical lenses – are optical elements that have rotational symmetry about the z-axis (fig. 1, a). 

They generate a quasi-Bessel beam throughout their depth of focus (DOF) region. It is known that beyond 
the DOF, the beam gradually transforms into a ring of constant width and increasing the radius as it pro-
pagates. The important parameters that characterise an axicon are its front face radius R, the base angle α 
and the refractive index n (see fig. 1, a). These parameters together determine the length of the DOF of the 
axicon.

Let us consider now the input light beam to be a collection of rays traveling parallel to the z-axis. All these 
rays refract at the conical surface of the axicon towards the axis with the same angle θ. All the rays at one 
radial distance, come to focus at one point on the axis. The rays incident at the extreme of the axicon (i. e. the 
furtherest radial distance) determine the DOF of the axicon, as shown in fig. 1, a. As follows from Snell’s law, 
sin θ = n sin α. Thus, for the small angle α, the DOF is calculated by the formula

DOF =
−( )
R

n 1 α
.

But when the incident beam waist and the axicon radius are approximately equal, the contribution of diffrac-
tion on the edges becomes significant. It displays in oscillatory axial intensity [28]. Owing to this, as a rule, the 
beam waist is chosen smaller than axicon diameter D = 2R, and the length of focal line becomes less:

F w
n

=
−( )
1

1 α
,

where w1 is the half-width of incident beam on the front face of axicon.
Consider now the field formed by axicon with rounded tip (fig. 1, b). It was found that the latter can be 

correctly approximated by hyperbola [31] that yields a very good match between the calculations and ex-
periments. The center of used coordinate system is combined with the tip of the perfect axicon, and z-axis is 
directed from the input surface. 

The axicon surface is approximated by the hyperbola

 z
a

r
b

2

2

2

2
1− = ,  (1)

where a and b are parameters characterised the curve. From equation (1) it follows

 z a
b
b r= − +2 2

.  (2)

Fig. 1. Ideal refractive axicon ray tracing for the Gaussian input (a),  
DOF and approximation of its the rounded tip by hyperbola (b)
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Here ba = tg τ
2
, τ is the apex angle (the angle between asymptotes of hyperbola). Then we can rewrite equa-

tion (2):
z a r a r= − + = − +2 2 2 2 2 2

2
ctg tg

τ α .

Parameter а (below – parameter of bluntness) characterises the shape of axicon, namely, the smaller the para-
meter a the closer the axicon shape to the ideal. 

The transmission function of the axicon with rounded tip is determined by following relation:

 t r ik n a r( ) = − −( ) +( )exp ,0
2 2 2

1 tg α  (3)

where k0 denotes the free-space wavenumber associated with frequency ω. It should be noted that for a → 0 
and small angles α equation (3) transfers to well-known formula for transmission function of ideal axicon:

t r ik n rperf tg( ) = − −( ) exp .0 1 α

Let the field in the front face of axicon is the Gaussian beam:

E r
W

r
win

g
1

1
2

1
2

1( ) = −






exp ,

where W w
g =

π
1

2

2
. Here (as well as above) w1 is the half-width of the beam. According to scalar wave optics, the 

field on distance z from the axicon is described by the integral

 E r z
ik

z W
r
w

ik n a r ik r r
zg

1 1
0

2

1
2 0

2 2 2
0
1
2 2

1
2

, exp( ) =
−

− − −( ) + +
+


tg α








∫ J

k rr
z rdr

R

0
0 1

0

.  (4)

Let z > F. For this case the forming field is the conical beam. Let use equation (4) for calculation of its transver-
sal intensity distribution. For definiteness we suppose below that λ = 532 nm (λ is the wavelength); R = 1.77 cm; 
n = 1.465 7; α = 2°; w1 = 2 mm. Thus, F = 12 cm. In fig. 2 the transversal intensity distribution in the pla-
ne z = 45 cm is represented for the case when we ignore the bluntness of the axicon tip (а = 0) and take it into 
account. It is seen that if a = 0 the ring field is characterised by negligible oscillations. For axicon with blunt 
profile the transversal intensity distribution is strongly oscillatory. Meanwhile, the ring width d (area, within 
which normalised intensity is larger than 0.5) is smaller as compared with the case of ideal axicon. These os-
cillations result from the interference of parts of the incoming beam propagating through the round, lens-like 
axicon tip and the conical surface surrounding the tip.

Fig. 2. Transversal intensity distribution of the field formed by ideal axicon (black curve)  
and axicon with blunt profile with a = 8 µm (red curve).  

Parameters: λ = 532 nm; R = 1.77 cm; n = 1.465 7; α = 2°; w1 = 2 mm; z = 45 cm
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The periodicity of oscillations depends on the parameter of bluntness a. As illustrated in fig. 3, if parame-
ter a increases the periodicity of oscillation (as well as the radius of the center of the light ring) decreases, and 
their amplitude increases. 

It should be noted that diffraction pattern behind axicon is strongly dependent on the base angle α. For 
example, as seen from fig. 4, the change of angle α on 0.1° causes the shift of intensity maximum in the plane 
z = 45 cm on approximately 380 µm. But variation of the base angle does not cause the change of the periodicity 
or amplitude of intensity oscillation.

Thus, position of maximum of transversal intensity distribution is the function of two parameters (parame-
ter of bluntness a and value of the base angle α), which are determined in manufactory specification, as a rule, 
very roughly. Using the features of diffraction patterns in far field behind the axicon one can estimate these 
characteristics. In detail this problem will be consider in next section.

Fig. 3. Transversal intensity distribution of the field formed by axicon with blunt profile  
with a = 3 µm (black curve), a = 5 µm (red curve), a = 8 µm (blue curve). 

Parameters: λ = 532 nm; R = 1.77 cm; n = 1.465 7; α = 2°; w1 = 2 mm; z = 45 cm

Fig. 4. Transversal intensity distribution of the field formed by ideal axicon (a) and axicon  
with blunt profile with a = 3 µm (b) at base angle α = 2° (black curve) and α = 1.9° (red curve). 

Other parameters: λ = 532 nm; R = 1.77 cm; n = 1.465 7; w1 = 2 mm; z = 45 cm
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Experiment
In experiment the incident Gaussian beam was transformed by a commercially available axicon Thorlabs 

with the front face radius R = 1.27 cm and the base angle α = 2° (according to manufactory specification). 
Transversal intensity distribution was registered by CCD camera. Measured beam waist is equal 246 µm. Axi-
con was placed on the distance of 2.94 m from the laser. The diffraction patterns from two axicons with the 
same «nominal» parameters, experimentally observed in the plane z = 45 cm, is represented in fig. 5. As seen 
from fig. 5, despite equal «nominal» base angles of axicons diffraction patterns, formed by them, strongly differ 
as in position of the maximum of transversal intensity distribution (for the first axicon – 5265 µm, and for the 
second axicon – 5648 µm) as the amplitude of oscillation. It indicates the bluntness of their tips and difference in 
characteristics of axicons. 

For determination of these characteristics we measure diffraction patterns from the axicon in some planes 
(z = 45 cm, z = 60 cm and z = 80 cm). Results of measurements for definite z (for example, z = 45 cm) are 
compared with the transversal intensity distributions calculated according to equation (4) for every possible 
pair of values α and a (value α changes from 1.8 up to 2.2° with the step 0.1°, and value a changes from 3 
up to 30 µm with the step 1 µm). Thus, the pair of values αc and ac is determined, for which coincidence 
of measured and calculated transversal intensity distributions takes place. Further, we verify the correlation 
between measured and calculated (for αc and ac) transversal intensity distributions for another z (for example, 
z = 60 cm and z = 80 cm). Satisfactory fit between curves for fixed z testifies that the pair of parameters αc and ac 
is chosen rightly.

Fig. 5. Diffraction pattern and transversal intensity distribution  
for the case of the first (a, b) and the second (c, d ) axicons
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In fig. 6, there are presented measured and calculated transversal intensity distributions for the first and the 
second axicons. As a result of technique described above we obtained that for the first axicon α = 1.85° and 
a = 10 µm, for the second axicon α = 1.9° and a = 8 µm.

Conclusions
We considered an imperfect axicon with rounded tip approximated by a hyperboloid, and we analysed 

theoretically and experimentally the properties of the beam generated in far field behind such an axicon. In the 
course of the study we have established that if the axicon tip deviates in its apex from the ideal sharp tip in 
the range of tens of micrometers, the transversal intensity distribution is strongly oscillatory. Meanwhile, the 
ring width d (area, within which normalised intensity does not exceed 0.5) is smaller than in the case of ideal 
axicon. These oscillations are caused by the interference of parts of the incoming beam propagating through 
the round, lens-like axicon tip and the conical surface surrounding the tip. It is shown that the periodicity of 
oscillation depends on the parameter of bluntness a: when it increases the periodicity of oscillations (as well 
as the radius of the center of the light ring) decreases, and their amplitude increases. We have proposed and 
tes ted the method for determining the bluntness of real axicon. 

Obtained results can be used to correcting the characteristics of conventional axicons.
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УДК 535.37

РАСЧЕТ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА ФОТООТСЧЕТОВ  
В СИСТЕМАХ РЕГИСТРАЦИИ ФЛУКТУАЦИЙ  

ИНТЕНСИВНОСТИ ФЛУОРЕСЦЕНЦИИ

В. В. СКАКУН 1), В. В. АПАНАСОВИЧ 1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследование молекулярного состава вещества на основе расчета распределения числа фотоотсчетов является 
эффективным методом анализа экспериментальных данных во флуоресцентной флуктуационной спектроскопии. 
Этот метод относится к числу неинвазивных и позволяет изучать процессы димеризации молекулярных комплексов 
в живых клетках, что востребовано в биологии, медицине и фармацевтике. Получение теоретического распределе-
ния числа фотоотсчетов сопряжено с рядом трудностей как алгоритмического, так и вычислительного характера. 
Проведен сравнительный анализ трех основных методов расчета распределения числа фотоотсчетов и предложена 
методика, гарантирующая его корректное вычисление во всем диапазоне изменения параметров модели и ширины 
канала регистрации. Вывод аналитических выражений представлен для случая гауссовской аппроксимации про-
филя засветки с коррекцией на внефокусное излучение и нормировки на первые два момента профиля. Другие 
способы аппроксимации профиля засветки и нормировки оцениваемых параметров можно осуществить анало-
гично. Предложенная методика программно реализована в пакете FFS Data Processor, который используется для 
глобального анализа потоков фотоотсчетов во флуоресцентной флуктуационной спектроскопии и обеспечивает 
эффективный расчет распределения числа фотоотсчетов в широком диапазоне оцениваемых параметров.

Ключевые слова: флуоресцентная флуктуационная спектроскопия; распределение числа фотоотсчетов; РЧФ; 
FIDA; PCH; производящая функция числа фотоотсчетов.
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The study of the molecular composition of a substance based on the calculation of photon counting distribution is an 
effective method for analysing experimental data in fluorescence fluctuation spectroscopy. This method is non-invasive 
and makes it possible to resolve the processes of dimerisation of molecular complexes in living cells, which is in demand 
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in biology, medicine and pharmaceuticals. Obtaining a theoretical photon counting distribution is a complicated task in 
both algorithmic and computational sense. In this paper, a comparative analysis of the three main methods for calcula-
ting photon counting distribution is carried out and an effective method for its calculating is proposed, which guarantees the 
correct calculation of photon counting distribution over the entire range of variation of the model parameters and the width 
of the counting time interval. The derivation of all expressions is given for the case of a Gaussian approximation of the 
brightness profile with correction for out-of-focus emission and normalisation to the first two moments of the profile. 
Other ways of approximating the brightness profile and normalising the estimated parameters can be made similarly. 
The proposed technique is implemented in FFS Data Processor software package, which is designed for a global analysis 
of photocounts in fluorescence fluctuation spectroscopy and allows efficient calculation of photon counting distribution in 
a wide range of estimated parameters.

Keywords: fluorescence fluctuation spectroscopy; photon counting distribution; PCD; FIDA; PCH; generating func-
tion of the number of photocounts.

Введение
Флуоресцентная флуктуационная спектроскопия (ФФС) позволяет исследовать вещество как in vitro, 

так и in vivo на одномолекулярном уровне без нарушения термодинамического равновесия [1]. Все мето-
ды ФФС объединяет общий принцип проведения измерений: регистрация флуоресценции производится 
из предельно малого открытого объема, который определяется лучом лазера, сфокусированного конфо-
кальной оптической системой с высокой числовой апертурой и однофотонной чувствительностью [2]. 
Оценки параметров исследуемого вещества являются результатом статистического анализа флуктуа-
ций интенсивности флуоресценции, которые могут происходить вследствие изменения как количества 
и местоположения молекул или молекулярных комплексов в малом неоднородно освещенном объеме, 
так и их характеристической яркости (т. е. среднего количества фотонов, излученных одной молекулой 
или молекулярным комплексом в единицу времени). Предполагается, что молекулярный комплекс об-
ладает естественной флуоресценцией либо несет на себе одну или несколько флуоресцентных меток 
и регистрируется в эксперименте как единое целое. Сочетание высокой чувствительности и неинвазив-
ности приводит к интенсивному применению этих методов для измерения коэффициента диффузии 
белков, а также индекса стехиометрии белковых комплексов, анализа динамики быстрых молекулярных 
процессов и фотохимических реакций в живых клетках, исследования процессов димеризации и изо-
меризации [1; 3; 4].

Наиболее известным методом ФФС является метод флуоресцентной корреляционной спектроско-
пии ( fluorescence correlation spectroscopy, FCS), позволяющий на основе анализа автокорреляционной 
функции (АКФ) потока фотоотсчетов разрешать смесь веществ, различающихся диффузионным коэф-
фициентом [2; 5]. Для разрешения смеси веществ, различающихся характеристической яркостью или 
индексом стехиометрии (например, смеси мономер – димер), широко применяются анализ распреде-
ления интенсивности флуоресценции ( fluorescence intensity distribution analysis, FIDA) [6; 7], анализ 
гистограмм счета фотонов ( photon counting histogram, PCH) [8–10] и кумулянтный анализ фотоотсчетов 
( fluorescence cumulants analysis, FCA) [11–13]. Методы FIDA, PCH и FCA используют распределение 
числа фотоотсчетов (РЧФ) (методы FIDA и PCH – напрямую, а метод FCA – через промежуточное вы-
числение факториальных кумулянтов числа фотоотсчетов). Следует отметить, что методы FIDA и PCH 
отличаются способом их алгоритмической реализации, выбором функции, аппроксимирующей профиль 
засветки, и нормировкой, определяющей абсолютные значения оцениваемых параметров. Основ ными 
оцениваемыми параметрами являются концентрация вещества (среднее количество молекул в объе ме на-
блюдения) и молекулярная (характеристическая) яркость. Известно, что методы FIDA, PCH и FCA мате-
матически эквивалентны, т. е. они могут быть выведены в общем виде из единой производящей функ-
ции (ПФ) числа фотоотсчетов [13; 14]. 

В настоящее время актуальным является применение техники так называемого глобального (иначе 
совместного) анализа АКФ и РЧФ, комбинирующего методы FCS и PCH (или FIDA) [4]. В этом слу-
чае обычно выполняется анализ множества РЧФ, вычисленных с разной шириной канала (интервала) 
регист рации [4]. Поскольку во всех рассмотренных методах ФФС оценки параметров получаются с по-
мощью итерационного анализа экспериментальных данных по методу наименьших квадратов, то объем 
вычислений может быть очень велик. Также типичным для ФФС является анализ большого количе-
ства либо простых повторений измерений, либо измерений при мало отличающихся условиях, что еще 
значительнее увеличивает время вычислений. Если модель FCS представлена относительно простым 
аналитическим выражением, то в методах FIDA и PCH для расчета применяется сложный алгоритм, 
требующий численного интегрирования и (в зависимости от метода) либо преобразования Фурье, либо 
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вычисления множества последовательных конволюций. Если алгоритм, реализующий расчет РЧФ, не 
является эффективным, то это может привести к недопустимо большим затратам времени на выполне-
ние анализа.

Решением проблемы стал метод быстрого расчета РЧФ на основе разложения в ряд Тейлора (обо-
значим его как FGFC), при котором удается избавиться от численного интегрирования сложной функ-
ции [14; 15]. Но, к сожалению, данный метод имеет существенные ограничения на область изменения 
параметров модели. С увеличением значения яркости либо ширины канала регистрации (эти два пара-
метра всегда неразрывно присутствуют в модели в виде произведения), а также числа молекул в объеме 
наблюдения в рассчитываемом РЧФ начинают появляться искажения (рис. 1, б ). Даже при незначитель-
ном дальнейшем увеличении значений параметров вид РЧФ может полностью исказиться (рис. 1, г), 
и весь расчет закончится вычислительной ошибкой. На рис. 1, а, представлен пример расчета РЧФ 
непосредственно вблизи границы его корректного вычисления. При дальнейшем увеличении ширины 
канала регистрации в пределах менее 1 % вычисление РЧФ становится невозможным.

Рис. 1. Вид РЧФ: а – корректное вычисление; б – г – искажения формы РЧФ,  
наблюдаемые при увеличении ширины канала регистрации в пределах менее 1 %

Fig. 1. Photon counting distribution (PCD) shape:  
a – correct calculation; b – d – distortion of PCD shape, observed  
with an increase in the counting time interval within less than 1 %
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Способ расчета РЧФ, используемый в методе FIDA, также не лишен недостатков (принятые в нем 
вид аппроксимации профиля засветки и способ нормировки приводят к появлению ошибок [16] и не-
стабильности анализа данных), а наиболее вычислительно-устойчивый метод PCH является очень мед-
ленным. Поскольку метод FGFC не работает во всей области определения параметров, встает вопрос 
о выборе метода расчета РЧФ в зависимости от значений оцениваемых параметров и создании методи-
ки, а для целей программной реализации – алгоритма, обеспечивающих вычисление РЧФ в большом 
диапазоне изменения параметров модели и ширины канала регистрации. 

Целью настоящей работы является исследование методов вычисления РЧФ в системах регистрации 
флуктуаций интенсивности флуоресценции, а также разработка эффективной методики расчета РЧФ, 
ус тойчивой к ошибкам в широкой области допустимого изменения параметров модели. 

Теоретические основы исследования
Анализ РЧФ в ФФС. Как известно, анализ РЧФ в ФФС производится по методу наименьших квад-

ратов с использованием итерационных методов оптимизации. Чаще всего применяется хорошо зареко-
мендовавший себя в данной области метод Левенберга – Марквардта [17]. Экспериментальное распре-
деление P n( ) рассчитывается как гистограмма числа фотоотсчетов n, полученных в ходе эксперимента 
с шириной канала регистрации T, при этом n меняется от нуля до максимально выпавшего числа фото-
отсчетов m. В качестве критерия качества при анализе одной кривой используется взвешенный крите-
рий χ2, задаваемый формулой
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где l – число оцениваемых при анализе параметров; P n( ) – теоретическое (модельное) РЧФ, вычислен-
ное при заданных параметрах исследуемой молекулярной системы и экспериментальной установки; 
σn – стандартные отклонения значений экспериментального РЧФ. Выражение для расчета критерия χ2 
при глобальном анализе нескольких кривых РЧФ приведено в работе [18]. Стандартные отклонения 
вычисляются в предположении биномиальной статистики [8].

Метод FIDA. Удобным инструментом для изучения свойств потока зарегистрированных фотоотсче-
тов, несущих информацию об исследуемом веществе, является ПФ числа точек потока, определяемая 
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, где ξ – некоторая вспомогательная переменная (0 ≤ ξ < 1). Распределе-

ние P n( ) легко найти через обратное преобразование Фурье от характеристической функции, получае-
мой из ПФ путем замены формальной переменной ξ на комплексную экспоненту eiϕ:
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где БПФ – быстрое преобразование Фурье.
Производящая функция G ξ( ) распределения P n( ) числа фотонов, излученных флуоресцентными 

молекулами, находящимися в равновесном состоянии в открытом объеме наблюдения V в течение 
короткого интервала регистрации T, может быть записана в следующем виде [6]:
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где B r( ) – функция профиля засветки, описывающего пространственное распределение зарегистрирован-
ной интенсивности флуоресценции; Ci – концентрация молекул i-й компоненты; qi – характеристическая 
яркость молекул i-й компоненты, определяемая количеством фотонов, испущенных одной молекулой 
в единицу времени, и равная произведению интенсивности засветки в фокусе, коэффициента поглощения 
лазерного излучения молекулами вещества, квантового выхода флуоресценции и эффективности системы 
регистрации. Выражение (2) получено в предположении, что вклад каждой молекулы в зарегистриро-
ванный поток фотонов независим, интенсивность флуоресценции постоянна в пределах ширины канала 
(интервала) регистрации T, а процессами фоторазрушения и насыщения можно пренебречь. 

Ключевой особенностью метода FIDA является аппроксимация профиля засветки экспоненциаль-
ной функцией одного аргумента с преобразованием дифференциала этого аргумента в виде полино-
ма [6; 7]:
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где a и b – параметры, зависящие от используемой в эксперименте аппаратуры (далее – инструменталь-
ные параметры). Такое приближение позволяет учесть разброс значений, вызванный различием опти-
ческих параметров измерительной системы и возникновением систематических ошибок в результате ее 
разбалансировки. Значения A0 и B0 предлагается вычислять из системы уравнений нормировки вида [6]

 B d B d
V V

r r r r( ) = ( ) =∫ ∫1 1
2

, .  (3)

Метод PCH. В методе PCH для нахождения распределения P n( ), зарегистрированного от двух 
и более молекул, используется последовательное вычисление конволюций одномолекулярного РЧФ 
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где Poi n, η( ) обозначает распределение Пуассона c параметром η, а измерения производятся в объеме 
наблюдения V0. Распределение P n( ), зарегистрированное от N молекул с концентрацией C в открытом 
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ния (по распределению Пуассона с параметром CV0 ) [8]:
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При однофотонном возбуждении функция профиля засветки B r( ) аппроксимируется трехмерным 
асимметричным гауссовским распределением, вытянутым по оси z [19]:
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где ω0 и z0 характеризуют падение интенсивности флуоресценции в поперечном и аксиальном направ-
лении соответственно, B B0 = ( )0  полагается равным единице (профиль нормирован на единицу в мак-
симуме). В ФФС объем наблюдения V0 является открытым (молекулы могут беспрепятственно покидать 
этот объем и, наоборот, входить в него вследствие свободной диффузии) и не имеет четко очерчен-
ных физических границ. Для определения количества молекул, участвующих в процессе излучения 
фотонов, используют величину приведенного объема V B dPSF

V

= ( )∫ r r  или чаще всего так называемого 
эффективного объема [9; 20]
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Поскольку интенсивность флуоресценции быстро падает по мере удаления от фокуса и размер кюветы 
с веществом намного больше, чем размер освещенной области, интегрирование в выражении (7) про-
изводится в бесконечных пределах. При однофотонном возбуждении и нормализации к эффективному 
объему (Neff = CVeff ) одномолекулярное РЧФ имеет вид [9; 10]
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где γ n x,( ) – неполная гамма-функция; Q
V
V

= 0

eff

 – константа, взятая такой, что произведение QVeff будет 

достаточно велико, чтобы полностью включать объем наблюдения V0. Соответственно [9; 10],

 P n N q p n q j CV p n q j QNj

j

j
, , , , , ,eff effPoi Poi( ) = ( ) ( ) = ( ) ( )( )

=

∞
( )∑ 0

0 jj =

∞

∑
0

.  (9)

В конечном счете РЧФ смеси M независимых флуоресцирующих компонент будет сверткой РЧФ 
каждого вида [8]:
 P n P n N q P n N qM M( ) = ( ) ⊗ … ⊗ ( ), , , , ., ,eff eff1 1  (10)

Применение уравнений (8) и (9) для аппроксимации экспериментальных данных, полученных по 
методу однофотонного возбуждения, в большинстве случаев не представляется возможным из-за зна-
чительного отклонения фактического профиля засветки от предполагаемого трехмерного асимметрич-
ного гауссовского приближения [9]. Для улучшения модели в работе [9] были введены дополнительные 
параметры аппроксимации Fk , определяемые как относительная разность между интегралом k-й степе-
ни фактической функции профиля засветки χk

k

V

B d= ( )∫ r r  (нормированной на единицу в максимуме 

(B0 = 1)) и интегралом ее трехмерной гауссовской аппроксимации χ3DG, k :

 Fk
k DG k

DG k
=

−χ χ
χ

3

3

,

,

.  (11)

Использование Fk в виде формулы (11) приводит к следующему выражению одномолекулярного 
РЧФ [9]:
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где qC – характеристическая яркость с учетом введенной коррекции. В большинстве случаев только 
поправка первого порядка (все Fk равны нулю, кроме F1) достаточна для достижения хорошего соот-
ветствия экспериментальным данным. 

Метод FGFC. Метод быстрого вычисления РЧФ через разложение экспоненты под интегралом 
в выражении (2) в ряд Тейлора был независимо и почти одновременно разработан двумя авторскими 
коллективами1 [14; 15]. 

Разложим экспоненту под интегралом в выражении (2) в ряд Тейлора:
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Принимая во внимание формулу (11), получаем 
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exp
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 (12)

Ряд в выражении (12) быстро сходится при типичных для ФФС значениях параметров. Достоин-
ством применения выражения (12) является то, что в этом случае не требуется численного нахождения 
интеграла от сложной функции. Все χ3 DG, k могут быть найдены аналитически [14; 15]:

1Correction for out-of-focus emission in fluorescence fluctuation spectroscopy; generalization of the algorithms [Electronic 
resource] : [poster on conf. «The 9th Carl Zeiss sponsored workshop on FCS and related methods» (Stockholm, 2006 Dec. 4–6)] / 
V. V. Skakun, E. G. Novikov, O. A. Mayboroda. URL: http://elib.bsu.by/handle/123456789/48832 (date of access: 15.11.2022).



28

Журнал Белорусского государственного университета. Физика. 2023;2:22–38
Journal of the Belarusian State University. Physics. 2023;2:22–38

 χ π ω3 3 0

3

2

3

2

0

2

0
2

DG k DG
k kB d B k z, .= ( ) = 



−∞

+ ∞ −

∫ r r  (13)

Как и в методе FIDA, результирующее распределение P n( ) получается через обратное преобразова-
ние Фурье (1).

Результаты и их обсуждение
Как уже отмечалось во введении, метод FGFC, не требующий расчета определенных интегралов 

от сложной функции, является вычислительно-эффективным, но имеет существенные ограничения на 
область изменения параметров модели и ширины канала регистрации. Для определения источника ука-
занной проблемы найдем ПФ для случая нормировки на первые два момента профиля засветки и сфор-
мулируем алгоритм ее расчета. Выбор нормировки на первые два момента профиля засветки, впервые 
предложенный в методе FIDA [6], является очень перспективным, так как наряду с геометрическими 
параметрами профиля ω0 и z0 позволяет оценить неизвестное значение профиля засветки в фокусе B0, 
что обеспечивает получение независимых от способа коррекции профиля оценок числа молекул и яр-
кости [13; 15]. 

При разработке алгоритма расчета РЧФ сделаем следующие упрощения: коррекция на свободную 
диффузию и переходы в триплетное состояние не учитываются, мертвым временем и вероятностью 
появления послеимпульсов детектора можно пренебречь. Данные упрощения практически не сужают 
область применения полученных результатов. Коррекция на вышеупомянутые динамические процессы 
фактически производится путем пересчета оцениваемых параметров в самом начале вычисления РЧФ, 
а коррекция на неидеальнось регистрирующей аппаратуры – уже на финальной стадии. Алгоритм рас-
чета РЧФ по методу PCH с коррекцией на динамические процессы и неидеальность детектора изложен 
в работах [4; 18]. Коррекция того же вида для метода FIDA представлена в публикациях [7; 21]. 

Введем обозначение A z
0 0

2

0
= ω  в выражении (13) и, соответственно, в выражении (3). Для определе-

ния неизвестных параметров A0 и B0 будем использовать систему нормировочных уравнений
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Подставим выражение (13) в формулу (11), и из решения системы уравнений (14) получим
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Тогда ПФ числа фотоотсчетов (12) примет вид 
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где введены параметры N C
MN2
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=
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χ  (индекс 2MN обозначает нормировку вида (3) или (14)). 

В работе [13] было показано, что при данном виде нормировки наблюдаемое значение яркости q2 MN 
отличается от истинной яркости q фактором γ

χ
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= = . Подставим последнее выражение в фор-

мулу (16):
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Достоинством выражения (17) является возможность получения оценки яркости q непосредственно 
в процессе анализа. В противном случае значение яркости приходилось бы пересчитывать каждый раз 
при необходимости сравнения с результатами анализа, полученными при другом виде нормировки. Без 
коррекции на внефокусное излучение выражение (17) примет вид
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k k
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Ввиду симметрии ПФ относительно частоты Найквиста расчет ПФ можно производить только при 

n m n
m ei= = =0 1

2

2
, , , , , . ϕ π ξ ϕ  Оставшиеся значения при n m m= + −

2
1 1, ,  вычисляются по формулам

 
G n G m n

G n G m n
real real

imag imag

( ) = −( )
( ) = − −( )

,

,
 (19)

где G n
real ( ) и G nimag ( ) – действительная и мнимая части ПФ соответственно. 

Таким образом, алгоритм расчета РЧФ по методу FGFC (обозначим его как AL1) имеет следующий вид.
1. Инициализация параметров: m = 2l (при этом l выбирается таким, чтобы m превышало максималь-

но выпавшее число фотоотсчетов или было равно ему и результирующее РЧФ полностью обращалось 
в нуль), ϕ π= 2 nm .

2. Расчет РЧФ по формуле (18) для n m= 0 1
2

, , , .  Суммирование по k производится до тех пор, пока 
сумма абсолютных значений действительной и мнимой частей очередного значения под знаком суммы 
не станет меньше некоторого заранее заданного малого числа eps (например, eps = 10–9 ), определяющего 
точность расчета. Вычисления выполняются в рекуррентном виде: при k = 1 создаются переменные 

z e q Ti
i= −( )ϕ 1  и s z=

2
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, затем в цикле для k = 2, 3, … последовательно рассчитываются z
z e q T
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k
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.

3. Расчет оставшихся m
2

2−  значений РЧФ по формуле (19).
Алгоритм вычисления РЧФ для других видов нормировки и аппроксимации профиля засветки от-

личается от изложенного только выбором параметров A0 и B0 и формулой расчета χk .
Имея алгоритм расчета РЧФ, реализуем его на языке M в среде исполнения Matlab и проанализируем 

причины появления проблем с вычислением РЧФ и их следствие. Вначале рассмотрим случай корректного 
вычисления ПФ. Параметры модели: q = 2 ⋅ 105 фотоотсчетов в секунду от одной молекулы; T = 1 ⋅ 10–5 c; 
N2 MN = 10. Коррекция на внефокусную засветку не учитывается. Число точек, в которых рассчитывается ПФ, 
составляет величину m = 128. На рис. 2, а, представлен график действительных значений выражения под 
экспонентой в ПФ (18), а на рис. 2, б, показано РЧФ, являющееся результатом обратного преобразования 
Фурье (1) от ПФ. 

Рис. 2. График действительных значений выражения  
под экспонентой в ПФ (18) (а) и результирующее РЧФ (б )

Fig. 2. Graph of the real values of the expression under the exponent  
in generating function (18) (a) and the resulting PCD (b)
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При увеличении ширины канала регистрации до 1,1 ⋅ 10–4 с на графике действительных значений 
выражения под экспонентой (рис. 3, а), а также на графике мнимых значений (данные не представлены) 
появляются осцилляции, хотя само распределение по-прежнему рассчитывается достаточно корректно 
(оценки параметров N2 MN и q, полученные по методу моментов [13] на основе вычисленных распреде-
лений, совпадают с исходными значениями). Но проблема с вычислениями остается. Например, при 
уменьшении числа молекул с 10 до 1 в РЧФ с хорошо заметными периодами наблюдаются небольшие 
осцилляции (рис. 3, б ).

При дальнейшем увеличении ширины канала регистрации величина осцилляций начинает сильно 
возрастать, и уже при ширине 1,2 ⋅ 10–4 с вид РЧФ меняется с суперпуассоновского распределения на 
набор осцилляций, при нечетных значениях числа фотоотсчетов принимающих физически неприемле-
мые отрицательные значения (рис. 4, б ).

Отметим, что появление даже незаметных глазу искажений формы РЧФ в отсутствие эксперимен-
тального шума приводит к существенным ошибкам в оценках параметров. Для выяснения причины воз-
никновения осцилляций рассмотрим, что представляют собой значения под знаком суммы от единицы до 
бесконечности в формуле (18) на частоте Найквиста (для нашего случая равной m

2
), где размах осцилляций 

максимален. Исходя из вида разложения экспоненты в ряд Тейлора и того факта, что ξ ϕ− = −1 1ei  прини-
мает отрицательные значения, следует ожидать знакопеременный ряд с быстрозатухающими значениями 
как для действительной, так и для мнимой компоненты (положительные значения для четных k, отри-
цательные значения для нечетных k). Вид действительной компоненты для первых двух рассмотренных 
случаев представлен на рис. 5 (мнимая компонента имеет похожий вид). С увеличением произведения qT 
размах значений знакопеременного ряда стремительно возрастает (см. рис. 5, а) и быстро достигает 

Рис. 3. График действительных значений выражения  
под экспонентой в ПФ (18) при T = 1,1 ⋅ 10– 4 с (а) и результирующее РЧФ при N2 MN = 1 (б )

Fig. 3. Graph of the real values of the expression under the exponent  
in generating function (18) at T = 1.1 ⋅ 10– 4 s (a) and the resulting PCD at N2 MN = 1 (b)

Рис. 4. График действительных значений выражения  
под экспонентой в ПФ (18) при T = 1,2 ⋅ 10– 4 с (а) и результирующее РЧФ (б )

Fig. 4. Graph of the real values of the expression under the exponent  
in generating function (18) at T = 1.2 ⋅ 10– 4 s (a) and the resulting PCD (b)
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величин, когда вследствие ограниченности количества разрядов для представления десятичных чисел  
в вычисление знакопеременного ряда начинает вноситься существенная ошибка (см. рис. 5, б ).

Следующим по эффективности расчета РЧФ является метод FIDA, в котором отсутствует разложение 
экспоненты в ряд Тейлора. Можно сразу же прогнозировать решение проблем, выявленных для метода 
FGFC. Поскольку в методе FIDA используется полиномиальная аппроксимация профиля засветки, для 
разработки алгоритма расчета РЧФ необходимо вначале произвести замену профиля на гауссовский. 
В работе [16] было показано, что применение полиномиальной аппроксимации приводит к потере одно-
значной идентифицируемости модели (имеется до трех решений, обеспечивающих получение идентич-
ных результатов) и появлению плоскости разрыва в области определения параметров коррекции, где 
значения ПФ устремляются в бесконечность. Использование трехмерного асимметричного гауссовского 
распределения с коррекцией на внефокусное излучение является простым, понятным и эффективным 
решением для анализа данных ФФС [4; 9; 20].

В декартовой системе координат выражение (2) можно представить в виде

 G C e dxdydzi
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Для сведения трехмерного интеграла в выражении (20) к одномерному предлагаем использовать 
специальное преобразование из декартовой системы координат в модифицированную сферическую 
систему координат:
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Якобиан такого преобразования равен величине g z r= ω α0
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. После интегрирования по ϕ и α выражение (20) примет вид 
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Для более тесного сравнения с формулой (2) сделаем замену переменных 2r2 = x. Тогда r x=
2
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, и ПФ примет вид
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Рис. 5. Вид действительной компоненты в разложении в ряд Тейлора для случаев,  
рассмотренных на рис. 2 (корректное вычисление РЧФ) (а)  

и рис. 4 (проблемы с вычислением РЧФ) (б )
Fig. 5. The form of the real component in the expansion in a Taylor series  

for the cases considered in fig. 2 (correct calculation of PCD) (a)  
and fig. 4 (problems in calculation of PCD) (b)
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Соответственно, имеем B r B e x( ) = −
0  и d xdxr  . С учетом данных выражений становится понят-

ным выбор полиномиальной аппроксимации профиля засветки.
Как и ранее, введем обозначение A z

0 0

2

0
= ω  в выражении (22) и для определения неизвестных пара-

метров A0 и B0 будем использовать систему нормировочных уравнений (14). Аналогично, из решения 
системы уравнений (14) получим выражение (15). В этом случае ПФ числа фотоотсчетов примет вид 
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где введены обозначения N C
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аналогично выражению (17) получим
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Без коррекции на внефокусное излучение формула (23) упрощается:
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Таким образом, алгоритм расчета РЧФ по методу FIDA (обозначим его как AL2) имеет следующий вид.
1. Инициализация параметров: m = 2l (при этом l выбирается таким, чтобы m превышало максимально 

выпавшее число фотоотсчетов и результирующее РЧФ полностью обращалось в нуль), ϕ
π= 2 nm .

2. Расчет РЧФ по формуле (23) или (24) для n m= …0 1
2

, , , . Если используемый алгоритм расчета 
определенного интеграла не поддерживает задание бесконечных пределов, то вычисление интеграла 
для случая гауссовской аппроксимации профиля засветки можно проводить в пределах от 0 до 2,6. Если 
требуется более высокая точность расчетов, то вычисляемый интеграл можно представить в виде суммы 
двух определенных интегралов (от 0 до 2,4 и от 2,4 до 5).

3. Расчет оставшихся m
2

2−  значений РЧФ по формуле (19).
Вычисление РЧФ по формулам (23), (24) и (1) не имеет недостатка, выявленного для метода FGFC. 

Графики значений как подэкспоненциального выражения в ПФ, так и самого РЧФ для случаев, рассмот-
ренных на рис. 2 и 4, не имеют никаких осцилляций (рис. 6).

Вычисления остаются корректными фактически для всего диапазона параметров, применяемого на 
практике в ФФС. Для случая гауссовской аппроксимации профиля засветки подынтегральная функция 
практически во всей области изменения параметров модели не имеет разрывов, выбросов, большого 
градиента и других проблем, затрудняющих взятие определенного интеграла (рис. 7). Можно заменить 
интеграл в бесконечных пределах интегралом в конечных пределах (от 0 до 2,6) (установлено эмпири-
чески путем анализа подынтегральной функции, вычисленной с разными параметрами). 

Несмотря на то что в данном способе расчета РЧФ на первый взгляд все хорошо, проблемы вычис-
лительного характера все же присутствуют. Иногда расчет заканчивается численной ошибкой, чаще 
всего связанной с вычислением экспоненты. Проблемы с использованием данного алгоритма также 
характерны для полиномиального профиля. При приближении инструментальных параметров a и b 
к области разрыва (см. [16, fig. 3]) вычисление интеграла обычно заканчивается численной ошибкой. 

Наиболее стабильным и свободным от проблем вычислительного характера является алгоритм, осно-
ванный на использовании одномолекулярного РЧФ с последующим взятием от него конволюций [8; 18]. 
Но этот алгоритм является и наиболее медленным, особенно для случая, когда максимальное число 
фотоотсчетов, наблюдаемое в эксперименте, либо количество молекул в объеме наблюдения становится 
большим. Выражения (5) и (8) получены для нормализации к эффективному объему и не позволяют 
сделать вывод о выборе значения искусственно введенного параметра Q. Значение яркости qC является 
функцией введенных параметров коррекции профиля [13].
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Рис. 7. График значений подынтегральной функции в выражении (24).  
Параметры: q = 6 ⋅ 104 фотоотсчетов в секунду от одной молекулы;  

T = 5 ⋅ 10–5 c; N2 MN = 5; m = 64
Fig. 7. Graph of the values of the integrand in expression (24).  

Parameters: q = 6 ⋅ 104 counts per second per molecule; T = 5 ⋅ 10–5 s; N2 MN = 5; m = 64

Рис. 6. Графики значений подэкспоненциального выражения в ПФ (a, в)  
и результирующего РЧФ (б, г) для случаев, рассмотренных на рис. 2 (a, б ) и рис. 4 (в, г)
Fig. 6. Graphs of the values of the expression under the exponent in generating function (a, c)  

and the resulting PCD (b, d ) for the cases considered in fig. 2 (a, b) and fig. 4 (c, d )
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Осуществим вывод аналитических выражений для расчета РЧФ в случае гауссовской аппроксима-
ции профиля засветки (6) c B0 ≠ 0 и нормировки вида 2MN. 

Для сведения трехмерного интеграла в уравнении (4) к одномерному применим преобразование си-

стемы координат (21). Выражение (6) сводится к следующему виду: B r B e r x y z
z
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В данном преобразовании координат размер объема наблюдения V0 при заданном радиусе r0 зависит от 
параметров ω0 и z0:
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После интегрирования по ϕ и α выражение (4) примет вид
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Обратим внимание, что полученное распределение вероятностей нормировано: p n qDG
n

3

1
1

( ) ( ) =∑ ,  для 

любого r0. В ФФС объем наблюдения является открытым. Когда объем наблюдения открыт, выбор ра-
диуса r0 имеет решающее значение: V0 растет пропорционально r0

3
, поэтому количество молекул в этом 

объеме и, следовательно, количество сверток, необходимых для расчета РЧФ, увеличивается очень 
быстро, что делает алгоритм неэффективным. Длину радиуса нужно брать как можно меньше, но так, 
чтобы она полностью перекрывала область возбуждения молекул. Приемлемым критерием может быть 
p qDG3

1
0 0

( ) ( ) >, . Подынтегральная функция в выражении (25) быстро обращается в нуль с ростом r0 
для любого k > 0. Это позволяет установить бесконечный верхний предел интегрирования в выра-
жении (25) и проводить вычисления в более эффективном виде [9] через неполную гамма-функцию 
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Выражение (26) зависит от r0, а выражение (5) – от неизвестных ω0 и z0. Для устранения неизвест-

ных введем понятие ссылочного объема Vref, обозначение A z
0 0

2

0
= ω  и константу Q

V
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 аналогично 
тому, как это было сделано в работе [9]:
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где Nref  = CVref. При нормировке вида (14) получим выражение (15), а также
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где V V
ref eff

= =
χ
χ
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 и введены обозначения N C
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χ . Общее выражение для одномоле-

кулярного РЧФ с учетом коррекции на внефокусную засветку примет вид (вывод исходного выражения 
показан в работе [9])
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Если применяется коррекция только до второго порядка (F1 ≠ 0 и F2 ≠ 0), то выражение (27) упро-
щается:
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При значении r0 = 2,4 подынтегральная функция практически полностью обращается в нуль, 
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ref π
, . При больших значениях Q приходится делать больше конволюций одномоле-

кулярного РЧФ, что значительно снижает скорость вычислений. Эмпирически установлено [18], что 
значение Q, необходимое для приемлемо точного расчета распределения P n( ), зависит от произведе-
ния qT. При qT < 10 его можно безопасно установить равным единице, тогда как для qT  > 10 значение Q 
должно быть достаточно большим, чтобы полностью охватить объем наблюдения. Это необходимо для 
сохранения нормированного распределения вероятностей p n qDGC MN3

1

2

( ) ( ),  при любых q и T.
В целях упрощения приведем здесь алгоритм без коррекции на внефокусное излучение (F1 = 0 и F2 = 0) 

(обозначим его как AL3) (полный алгоритм для случая нормализации к эффективному объему подробно 
рассмотрен в работе [18]).

1. Вычисление РЧФ для молекул первой компоненты. Значения параметров q и N полагаются рав-
ными q1 и N2 MN, 1 соответственно. Параметр Q рассчитывается следующим образом: если произведение 
яркости молекул q и ширины канала регистрации T не превышает 10, то Q = 1, если оно меньше 50, 
то Q = 6, если меньше 100, то Q = 12, в противном случае Q = 20. Создается результирующий вектор 
значений P n( ) размера m + 1 и инициализируется нулями. 

2. Вычисление значения распределения Пуассона при n = 0 ( , )P P NQ e NQ
Poiss Poiss0 0= ( ) = −  и значения 

npmax, при котором это распределение близко к своему максимальному значению. Распределение Пуас-
сона (мода распределения) принимает максимальное значение при n, равном самому параметру распре-
деления. Соответственно, n NQpmax ,=    где   означает округление к ближайшему целому.
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3. Расчет одномолекулярного РЧФ по формуле (28). Поскольку интеграл в выражении (28) расхо-
дится при n = 0, то вычисление осуществляется по следующей схеме: вначале рассчитываются все 

значения p n q1( ) ( ),  при n = 1, 2, …, m, затем вычисляется значение p q p n q
n

m
1 1

1

0 1
( ) ( )

=
( ) = − ( )∑, , . Полезно 

сразу же проверить условие p q1
0 0

( ) ( ) ≥, . Если оно не выполняется, следует увеличить значение пара-
метра Q. Интеграл в бесконечных пределах можно заменить интегралом в конечных пределах (от 0 
до 2,6) или суммой двух определенных интегралов (от 0 до 2,4 и от 2,4 до 5), если требуется высокая 
точность вычислений и произведение qT принимает большое значение.

4. Вычисление взвешенной суммы (5) при  j = 0. Рассчитывается значение P P0
0( ) =

Poiss
.  

5. Вычисление взвешенной суммы (5) при  j = 1. Значения p n q1( ) ( ),  копируются во вспомогательный 
массив для расчета конволюций P j( ). Находятся значения P P NQ

Poiss Poiss0 0
=  и P n P n P n Pj( ) = ( ) + ( )( )

Poiss0, 
n = 0, 1, …, m.

6. Вычисление взвешенной суммы (5) при j np= …2, , .
max

 Пересчитывается значение P P NQ
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Poiss0, n = 0, 1, …, m, где eps – некоторое малое число (например, 10–9), определяющее 

точность расчета взвешенной суммы.
7. Вычисление взвешенной суммы (5) при j np= + …

max
, .1  Пересчитывается значение P P NQ

jPoiss Poiss0 0
= .

P P NQ
jPoiss Poiss0 0

= . Если PPoiss 0 > eps, выполняется свертка P n P n p n qj j( ) −( ) ( )( ) = ( ) ⊗ ( )1 1
,  и вычисляется значе-

ние P n P n P n Pj( ) = ( ) + ( )( )
Poiss0,P n P n P n Pj( ) = ( ) + ( )( )
Poiss0, n = 0, 1, …, m. Если PPoiss 0 < eps, вычисления прекращаются.

8. Расчет РЧФ для второй и последующих компонент. Повторяются п. 1–7 данного алгоритма. 
9. Расчет результирующего РЧФ по формуле (10).
Для оценки времени расчета РЧФ по всем трем рассмотренным в работе алгоритмам был проведен 

следующий вычислительный эксперимент. Время расчета определялось для 100 повторений расчета в цик-
ле. Алгоритмы были запрограммированы на языке M и выполнились в среде Matlab 2021a. Эксперимент 
проводился на компьютере с процессором Intel Core i5-10400 (максимальная тактовая частота 4,3 ГГц), 
оперативной памятью DDR4 объемом 16 Гб (2666 МГц) и SSD-диском Samsung 970 Evo типа NV2.

Время расчета РЧФ по алгоритмам AL1, AL2 и AL3
PCD calculation time using AL1, AL2 and AL3 algorithms

Алгоритм

Время вычислений, мс, при параметрах

q = 6 ⋅ 104 фотоотсчетов в секунду  
от одной молекулы;  

T = 5 ⋅ 10–5 с; N2 MN = 5; m = 64

q = 2 ⋅ 105 фотоотсчетов в секунду  
от одной молекулы;  

T = 5 ⋅ 10–5 с; N2 MN = 10; m = 512
AL1 (по методу FGFC) 23 408
AL2 (по методу FIDA) 482 4006
AL3 (по методу PCH) 809 10 720

Из значений, представленных в таблице, очевидно, что применять наиболее стабильный метод рас-
чета РЧФ с вычислением последовательных конволюций неэффективно. Учитывая, что в глобальном 
анализе приходится рассчитывать РЧФ сотни, тысячи и десятки тысяч раз при самых разных парамет-
рах, разработка эффективной методики расчета становится крайне востребованной задачей. 

На основании проведенных исследований предлагается следующая методика расчета РЧФ. Если зна-
чение произведения суммы яркостей молекул всех анализируемых компонент на ширину канала регист-
рации не превышает некоторого заранее определенного значения qTmax, то расчет РЧФ осуществляется 
через промежуточное вычисление ПФ числа фотоотсчетов с последующим применением обратного 
преобразования Фурье, при этом ПФ рассчитывается по методу FGFC (алгоритм AL1).

При достижении произведением суммы яркостей молекул всех анализируемых компонент на ширину 
канала регистрации значения qTmax, а также в случае возникновения ошибки вычислительного характера 
при использовании метода FGFC расчет РЧФ выполняется через промежуточное вычисление ПФ числа 
фотоотсчетов с последующим применением обратного преобразования Фурье, но уже по алгоритму, 
предложенному в методе FIDA (алгоритм AL2).

При возникновении ошибок вычислительного характера расчет РЧФ проводится по методу PCH 
(с помощью последовательных конволюций одномолекулярного РЧФ) (алгоритм AL3). 
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Алгоритм вычисления РЧФ, реализующий предложенную методику, имеет следующий вид.
1. Инициализация параметров. Для гауссовского профиля засветки значение qTmax можно положить 

равным 20 (установлено эмпирически).
2. Вычисление произведения суммы яркостей молекул всех анализируемых компонент на ширину 

канала регистрации (обозначим его как qTs).
3. Расчет РЧФ:
 • если qTs ≤ qTmax, используется алгоритм AL1;
 • если возникает ошибка вычислительного характера (ее можно обработать в конструкции try… catch) 

или qTs > qTmax, реализуется алгоритм AL2;
 • если возникает ошибка вычислительного характера, то применяется алгоритм AL3.

Разработанный алгоритм реализован в программном обеспечении FFS Data Processor. Он показал 
свою эффективность при анализе процессов димеризации зеленого флуоресцирующего белка в живых 
клетках диктиостелиума [4]. Корректность вычислений РЧФ проверялась путем быстрой оценки пара-
метров модели по методу моментов [13]. Полученные оценки яркости и количества молекул в объеме 
наблюдения сравнивались с истинными значениями, используемыми при вычислении РЧФ. Во всем 
диапазоне изменения параметров модели относительная ошибка не превышала 10–7 (при наиболее ха-
рактерных для ФФС параметрах ошибка находилась в пределах 10–9–10–12), что свидетельствует о вы-
сокой точности вычислений. 

Заключение
Выявленные ограничения на допустимый диапазон оцениваемых параметров существенно сужают 

сферу применения быстрого алгоритма расчета РЧФ по методу FGFC. Если для разового вычисления 
РЧФ с контролем области определения параметров его использование оправданно и даже рекомендовано, 
то для глобального анализа данный алгоритм неприемлем. Применение быстрого алгоритма расчета 
РЧФ в итерационном анализе также чревато возникновением проблем вычислительного характера, так 
как значения оцениваемых параметров могут выйти за пределы, при которых обеспечивается коррект-
ный расчет РЧФ. Следующим по вычислительной эффективности является алгоритм, используемый 
в методе FIDA. Несмотря на отсутствие сложностей, связанных с вычислением экспоненты путем раз-
ложения ее в ряд Тейлора (что в нашем случае приводит к появлению знакопеременного ряда), проблемы 
вычислительного характера все же присутствуют. Так, несколько экспонент, вложенных друг в друга, 
способны быстро вызвать переполнение разрядной сетки или же привести к потере точности. Еще одной 
проблемой является необходимость использования обратного преобразования Фурье, в свою очередь 
накладывающего ограничения на вычисляемую ПФ. Число точек в ПФ должно быть кратно степени 
двойки, что при больших значениях m часто приводит к множеству ненужных вычислений, если мак-
симально выпавшее число фотоотсчетов лишь ненамного превосходит предыдущую степень двойки. 
Если же, наоборот, ПФ не полностью обращается в нуль при выбранном количестве точек, то это при-
водит к появлению артефакта на РЧФ после применения обратного преобразования Фурье. Наиболее 
стабильным и свободным от проблем вычислительного характера является алгоритм, основанный на 
вычислении одномолекулярного РЧФ с последующим применением  последовательных конволюций. 
Но, к сожалению, данный алгоритм очень медленный.

Все вышесказанное потребовало разработки методики вычисления РЧФ, основанной на использова-
нии положений сразу всех трех методов, рассмотренных в данной статье. Для обоснования этой методики 
получены аналитические выражения и алгоритмы расчета РЧФ, которые могут применяться в глобаль-
ном анализе характеристик зарегистрированного потока фотоотсчетов и отличаются вычислительной 
эффективностью и устойчивостью результатов. Вывод аналитических выражений можно повторить и для 
других видов аппроксимации профиля засветки и нормировки параметров. Особенностью разработан-
ной методики является нахождение истинного значения яркости непосредст венно в процессе анализа. 
В противном случае требовался бы пересчет полученных оценок для сравнения результатов анализа. 

Представленные методика и алгоритмы расчета РЧФ могут применяться при разработке программно го 
обеспечения для анализа данных в ФФС, а также при проведении исследований, требующих вычисления 
множества анализируемых характеристик в большом диапазоне оцениваемых параметров. 
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УДК 532.783

ФОРМИРОВАНИЕ ПЕРЕКЛЮЧАЕМЫХ  
ДИФРАКЦИОННЫХ РЕШЕТОК В СЛОЕ ЖИДКОГО КРИСТАЛЛА  

МЕТОДОМ ПОЛЯРИЗАЦИОННОЙ ГОЛОГРАФИИ

Е. П. ПАНТЕЛЕЕВА1), О. С. КАБАНОВА1), Е. А. МЕЛЬНИКОВА1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Представлены результаты экспериментов по реализации и оптимизации условий голографической и поляри-
зационно-голографической записи поверхностной анизотропии в тонких пленках светочувствительного азокра-
сителя AtA-2 в целях формирования электрически управляемых дифракционных структур в слое нематического 
жидкого кристалла. Установлена оптимальная длительность экспозиции пленок азокрасителя AtA-2 интерферен-
ционной картиной двух когерентных световых пучков, обеспечивающая максимальное значение дифракционной 
эффективности для порядков дифракции m = –1 и m = +1. Продемонстрирована возможность создания переклю-
чаемых дифракционных решеток с пространственным периодом 1–7 мкм, а также решеток с вилочной дислока-
цией, формирующих сингулярные световые пучки (оптические вихри) с заданной величиной топологического 
заряда. Приведены экспериментальные зависимости дифракционной эффективности порядков дифракции m = –1 
и m = +1 от величины управляющего напряжения. С использованием метода оптической интерферометрии ис-
следовано пространственное распределение светового поля формируемых сингулярных световых пучков, а также 
проанализирована их стабильность в диапазоне рабочих напряжений на ячейке 0–10 В. Результаты исследования 
представляют интерес с точки зрения создания устройств и систем управления пространственной, фазовой и по-
ляризационной структурой лазерного излучения.

Ключевые слова: оптические вихри; поляризационная голография; дифракция; фазовые пластинки; азокраси-
тель; жидкие кристаллы; фотоориентация.
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FORMATION OF SWITCHABLE LIQUID CRYSTAL DIFFRACTION  
GRATINGS BY POLARISATION HOLOGRAPHY

Ye. P. PANTSIALEYEVAa, O. S. KABANOVAa, E. A. MELNIKOVAa

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: Ye. P. Pantsialeyeva (pantsialeyevakate@gmail.com)

Experimental results on realisation and optimisation of conditions for holographic and polarisation-holographic re-
cording of surface anisotropy in thin films of light-sensitive azo dye AtA-2 in order to form electrically switchable dif-
fraction structures in a layer of nematic liquid crystal are presented. The optimum duration of exposure of films of azo dye 
AtA-2 by an interference pattern of two coherent light beams that provides a maximum value of diffraction efficiency for 
diffraction orders m = –1 and m = +1 has been found. A possibility of creating switchable diffraction gratings with a spatial 
period of 1–7 µm and gratings with fork dislocation forming singular light beams (optical vortices) with a specified value 
of a topological charge is demonstrated. Experimental dependences of diffraction efficiency of diffraction orders m = –1 
and m = +1 on the value of applied voltage are presented. The spatial distribution of light field of generated singular light 
beams has been investigated by optical interferometry technique, and their stability in the range of applied voltages on 
the cell of 0–10 V has been analysed. The results of the study are of interest in point of view of fabricating devices and 
systems for controlling the spatial, phase and polarisation structure of laser radiation.

Keywords: optical vortices; polarisation holography; diffraction; phase plates; azo dye; liquid crystals; photoalignment.
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Введение
В настоящее время большое внимание уделяется разработке переключаемых дифракционных эле-

ментов, реализующих управление пространственными, фазовыми и поляризационными характеристи-
ками света. В частности, оптические структуры на основе бинарной или непрерывно изменяющейся 
в пространстве азимутальной ориентации молекул жидкого кристалла (ЖК) успешно применяются в ка-
честве дифракционных решеток, осуществляющих преобразование амплитудного и фазового профиля 
световых пучков [1–3]. Высокая оптическая анизотропия ЖК-среды в совокупности со способностью 
ЖК-молекул изменять ориентацию во внешнем электрическом поле открыла новые перспективы в об-
ласти производства дифракционных решеток c управляемыми оптическими свойствами [4–6]. Харак-
теризуясь высокой эффективностью в широком диапазоне длин волн, дифракционные ЖК-структуры 
обладают рядом преимуществ, среди которых – простота технологии изготовления, компактные раз-
меры, доступная цена, поляризационно управляемое распределение энергии, а также низкие рабочие 
напряжения [7; 8].

На практике широко применяют два способа создания управляемой пространственно модулирован-
ной ориентации директора ЖК:

 • использование системы периодически расположенных электродов в ячейке с однородно ориенти-
рованным ЖК-слоем [7];

 • использование текстурированных подложек для ориентации ЖК-слоя в ячейке с однородными 
электродами [9]. 

Второй способ предполагает применение технологии микронатирания, фотолитографии или тексту-
рированной фотоориентации поверхностно-ориентирующих пленок. 

Бесконтактный метод фотоориентации [10] обеспечивает возможность точного управления распре-
делением директора ЖК на двумерной поверхности, что позволяет изготавливать локально-неодно-
родные дифракционные оптические структуры. Среди светочувствительных материалов, применяемых 
для фотоориентации ЖК, лидирующие позиции занимают азокрасители и азополимеры. Использование 
в качестве ориентирующей среды светочувствительных азокрасителей, характеризующихся уникальны-
ми фотохимическими свойствами и обеспечивающих эффективную оптическую запись с пространст-
венным разрешением ∼1 мкм, способствовало развитию современной технологической платформы для 
создания оптических микро- и наноструктур [11; 12]. Для формирования поверхностно-ориентирующих 
структур в пленке азокрасителей могут применяться различные методы облучения, среди которых вы-
деляются экспонирование через амплитудную фотомаску, лазерное сканирование, а также голографи-
ческая запись.
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ЖК-структуры на основе фотоориентируемых азокрасителей широко используются для формирова-
ния оптических вихрей, которые находят новые применения в различных областях фотоники, таких как 
оптическое манипулирование микрочастицами, визуализация биообъектов с высоким пространственным 
разрешением, лазерная обработка материалов, кодирование и передача информации по опто волоконным 
линиям связи, детектирование в астрофизике и др. [6]. Повышенный интерес к оптическим вихрям обу-
словлен их необычными свойствами – существованием винтовых дислокаций (фазовых сингулярностей) 
волнового фронта в особых точках. В данных точках амплитуда световых колебаний обращается в нуль, 
а фаза является неопределенной.

Цель настоящей работы – оптимизация условий поляризационной и поляризационно-голографической 
записи поверхностной анизотропии в пленках светочувствительного азокрасителя AtA-2 и изготовление 
на этой основе переключаемых дифракционных ЖК-структур с вилочной дислокацией для формирова-
ния сингулярных световых пучков (оптических вихрей) с заданной величиной топологического заряда. 

Материалы и методы исследования
В ходе выполнения работы были изготовлены экспериментальные образцы – три ЖК-ячейки типа 

«сэндвич» (далее – ячейка № 1, ячейка № 2 и ячейка № 3) для отработки методики создания дифрак-
ционных микроструктур. Корпус ячейки № 1 составляли стеклянные подложки, не содержащие элект-
родов. Внутренние поверхности стеклянных подложек ячейки № 2 и ячейки № 3 были покрыты однород-
ным прозрачным токопроводящим слоем оксида индия – олова. 

Для формирования периодических поверхностно-ориентирующих микроструктур на подложках ячеек 
использовался метод текстурированной фотоориентации пленок азокрасителя AtA-2 [13]. На тщатель-
но очищенные поверхности стеклянных подложек методом род-коутинга наносились тонкие пленки 
(толщина ∼30 нм) светочувствительного азокрасителя AtA-2 [14], разработанного и синтезированного 
в Институте химии новых материалов НАН Беларуси. Важно отметить, что ориентирующие свойства 
пленок азокрасителя AtA-2 формируются при облучении их линейно-поляризованным светом, причем 
направление наведенной ориентации молекул красителя перпендикулярно направлению поляризации 
активирующего излучения и впоследствии может быть легко изменено путем дополнительного облу-
чения фотоориентанта активирующим излучением с отличным направлением поляризации. Далее под-
готовленные подложки склеивались эпоксидным клеем. Величина воздушного зазора в данных ячейках 
задавалась с помощью калиброванных микросфер и составляла 7 мкм. При последующем экспони-
ровании подготовленных ячеек интерференционной картиной, являющейся результатом когерентного 
сложения двух лазерных пучков, на поверхностях пленок азокрасителя создавались условия для микро-
структурированной периодической ориентации директора ЖК. После заполнения облученных ячеек не-
матическим ЖК созданные оптические элементы приобретали свойства анизотропных дифракционных 
структур. В работе использовался положительный нематический кристалл типа ЖК-1289 (ne = 1,67, 
n0 = 1,49) (АО «НИОПИК», Россия).

Метод голографической записи отлично подходит для формирования поверхностной анизотропии 
в пленках светочувствительного азокрасителя AtA-2, имеющего полосу поглощения 450 –520 нм, по-
скольку для данного диапазона длин волн легко подобрать когерентный лазерный источник излучения. 
Для облучения пленок азокрасителя интерференционной картиной двух световых пучков применялись 
методы голографической записи и поляризационной (векторной) голографии. На рис. 1 приведена со-
ответствующая схема экспериментальной установки. В качестве источника когерентного излучения ис-
пользовался аргоновый лазер 1 с длиной волны 488 нм и вертикальной поляризацией. Линейно-поляри-
зованное излучение с помощью светоделительного кубика 2 амплитудно разделялось на два световых 
пучка, которые зеркалами 3 и 4 сводились в плоскости ячейки 8 и интерферировали на поверхности 
азополимерной пленки. Суммарная мощность интерферирующих световых пучков в процессе записи 
составляла 12 мВт при площади интерференционной картины S = 0,04 см2. Для управления состоянием 
поляризации интерферирующих световых пучков использовались фазовые пластинки 5 и 6 – полувол-

новая λ
2






 для метода голографической записи (ячейка № 1 и ячейка № 2) и четвертьволновая λ

4






 для 

метода поляризационной голографии (ячейка № 3) соответственно. В ячейке № 3 для записи дифрак-
ционного ЖК-элемента, формирующего сингулярные световые пучки (оптические вихри) с заданной 
величиной топологического заряда l =1, в одно из плеч интерферометра устанавливалась спиральная 
фазовая пластинка 7. Мониторинг формирования решетки в процессе записи реализовывался с исполь-
зованием считывающего гелий-неонового лазера 9 с длиной волны 632,8 нм, мощностью 0,5 мВт и вер-
тикальной поляризацией, излучение которого направлялось в область интерференционной картины, 
а интенсивность дифрагированного света регистрировалась с помощью фотоприемника 10. 
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Оптимизация условий голографической  
и поляризационно-голографической записи поверхностной  

анизотропии в пленках азокрасителя AtA-2
В целях оптимизации параметров голографической записи дифракционных структур была проведе-

на серия экспериментов с разным временем экспонирования t пленок азокрасителя интерференционной 
картиной двух записывающих световых пучков. С использованием плотно прилегающей амплитудной 
фотомаски на поверхности ячейки № 1 были выделены шесть областей круглой формы, в пределах ко-
торых реализовывалась запись дифракционных структур с разным временем экспонирования. 

С помощью полуволновых фазовых пластинок была реализована геометрия голографической записи 
дифракционной решетки с периодом Λ = 6,5 мкм с использованием когерентных вертикально поляри-
зованных световых пучков (рис. 2). Время экспонирования t подготовленных областей азополимер-
ных пленок интерференционной картиной с суммарной оптической мощностью 12 мВт варьировалось 
в диапазоне 5–120 с. 

Рис. 1. Схема экспериментальной установки для голографической записи  
дифракционных решеток в тонких азополимерных пленках: 

1 – аргоновый лазер (длина волны 488 нм); 2 – светоделительный кубик;  
3, 4 – зеркала; 5, 6 – полуволновая (для голографической записи)  

и четвертьволновая (для поляризационной голографической записи) фазовые пластинки;  
7 – фазовая пластинка для записи оптического вихря; 8 – ячейка;  

9 – гелий-неоновый лазер (длина волны 632,8 нм); 10 – фотоприемник
Fig. 1. The scheme of the experimental setup for holographic recording  

of diffraction gratings in thin azo polymer films: 
1 – argon laser (wavelength 488 nm); 2 – beam splitter cube; 3, 4 – mirrors;  

5, 6 – half wave phase plate (for holographic recording) and quarter wave phase  
plate (for polarisation holographic recording); 7 – phase plate for optical vortex recording;  

8 – cell; 9 – helium-neon laser (wavelength 632.8 nm); 10 – photoreceiver

Рис. 2. Экспериментальные фотографии: 
a – дифракционный ЖК-элемент (ячейка № 1);  

б – общая картина дифракции излучения гелий-неонового лазера; 
в – анизотропная дифракционная ЖК-структура с периодом Λ = 6,5 мкм

Fig. 2. Experimental photos: 
a – the diffraction liquid crystal (LC) element (cell No. 1);  

b – the general diffraction pattern of a helium-neon laser radiation; 
c – the anisotropic diffraction LC structure with a period of Λ = 6.5 µm



43

Оптика и спектроскопия
Optics and Spectroscopy

После завершения процесса голографической записи ячейка заправлялась нематическим ЖК-материалом 
в условиях изотропной фазы. Для изучения дифракционных свойств изготовленных ЖК-структур исполь-
зовалась экспериментальная установка, включающая гелий-неоновый лазер, генерирующий узконаправ-
ленный луч света с длиной волны 632,8 нм и вертикальной поляризацией, ирисовую диафрагму, генератор 
переменных сигналов прямоугольной формы (с частотой 1 кГц) и фотодетектор, регистрирующий интен-
сивность излучения, дифрагированного в m-й порядок. Значения дифракционной эффективности ηm (в %), 
характеризующей распределение энергии прошедшего света по порядкам дифракции m, рассчитывались 
по формуле

ηm
mI
I

= ⋅
0

100,

где Im – интенсивность света в m-м порядке дифракции; I0 – интенсивность светового пучка, падающего 
на решетку.

В табл. 1 приведены экспериментальные результаты измерений дифракционной эффективности по-
рядков дифракции m = 0, m = 1 и m = 2 для изготовленных ЖК-решеток, отличающихся временем экс-
понирования пленок азокрасителя. В соответствии с данными эксперимента можно заключить, что для 
достижения максимального значения дифракционной эффективности η1 = 6,3 % в порядке дифракции 
m = 1 время экспонирования пленок азокрасителя должно составлять 60 с. Методом поляризационной 
микроскопии установлено, что период сформированных ЖК-решеток равен 6,5 мкм. Это полностью со-
ответствует геометрии используемой схемы голографической записи дифракционных структур.

Т а б л и ц а  1
Дифракционные эффективности  

порядков дифракции m = 0, m = 1 и m = 2 
при разном времени экспонирования, %

Ta b l e  1
Diffraction efficiencies  

of diffraction orders m = 0, m = 1 and m = 2 
for different exposure times, %

Время  
экспонирования, с

Порядок дифракции

m = 0 m = 1 m = 2

5 89,5 4,4 0,8
10 93,7 2,6 0,5
20 95,7 1,6 0,5
30 90,3 4,3 0,5
60 85,3 6,3 1,0

120 92,9 2,9 0,6

Одним из способов повышения дифракционной эффективности ЖК-элемента является увеличение 
толщины ЖК-слоя, однако с точки зрения эффективного формирования анизотропной структуры тол-
щина мезогенного слоя накладывает ограничения на величину минимального периода ЖК-решетки.

Электрическое управление  
дифракционной эффективностью ЖК-решетки

Для реализации функции электрического управления дифракционной эффективностью ЖК-решетки 
использовалась ячейка № 2. Методом голографической записи вертикально поляризованными свето-
выми пучками в ней была сформирована дифракционная ЖК-решетка (рис. 3) с пространственным 
периодом Λ = 1 мкм. Уменьшение периода дифракционной структуры по сравнению с периодом ди-
фракционной структуры, сформированной в ячейке № 1 (Λ = 6,5 мкм), обусловлено проведением экс-
периментальной оценки пространственного разрешения регистрирующей среды – азокрасителя AtA-2. 
Условия когерентного сложения пучков обеспечивались с помощью полуволновых фазовых пластинок.

Далее проводилось экспериментальное изучение зависимости дифракционной эффективности ЖК-ре-
шетки от амплитуды управляющего напряжения на ячейке № 2 для различных состояний поляризации 
считывающего излучения, а именно линейной (вертикальной и горизонтальной) и круговой (правой 
и левой) поляризации. На рис. 4 и 5 приведены зависимости дифракционной эффективности излуче-
ния, дифрагированного в порядки m = –1 и m = 0, от величины напряжения на ячейке (дифракционные 
эффективности порядков дифракции m = –1 и m = +1 совпадают (табл. 2)).



44

Журнал Белорусского государственного университета. Физика. 2023;2:39–50
Journal of the Belarusian State University. Physics. 2023;2:39–50

Рис. 3. Экспериментальная фотография  
общей картины дифракции излучения гелий-неонового лазера на ячейке № 2

Fig. 3. Experimental photograph  
of the general diffraction pattern of a helium-neon laser radiation on the cell No. 2

Рис. 4. Зависимости дифракционной эффективности от управляющего напряжения  
при линейной (вертикальной и горизонтальной) поляризации считывающего излучения:  

a – для порядка дифракции m = –1; б – для порядка дифракции m = 0
Fig. 4. Dependences of the diffraction efficiency on the control voltage  

for linear (vertical and horizontal) polarisation of reading radiation:  
a – for diffraction order m = –1; b – for diffraction order m = 0

Рис. 5. Зависимости дифракционной эффективности от управляющего напряжения  
при круговой (левой и правой) поляризации считывающего излучения: 
а – для порядка дифракции m = –1; б – для порядка дифракции m = 0
Fig. 5. Dependences of the diffraction efficiency on the control voltage  

for circular (left and right) polarisation of reading radiation:  
a – for diffraction order m = –1; b – for diffraction order m = 0
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Снижение максимального значения дифракционной эффективности в порядках дифракции m = –1 
и m = +1 для ячейки № 2 по сравнению с таковым для ячейки № 1 (η1 = 6,3 %) связано с уменьшением 
периода голографической записи, который в случае ячейки № 2 был в 5 раз меньше толщины ЖК-слоя, 
что не позволило создать качественную модуляцию оптической анизотропии в объеме нематического ЖК. 

Т а б л и ц а  2
Дифракционные эффективности  

порядков дифракции m = –1, m = 0 и m = +1 
при разной поляризации считывающего излучения, %

Ta b l e  2
Diffraction efficiencies  

of diffraction orders m = –1, m = 0 and m = +1 
for different polarisation of reading radiation, %

Поляризация
Порядок дифракции

m = –1 m = 0 m = +1

Вертикальная линейная 1,4 97,1 1,4

Горизонтальная линейная 1,3 97,3 1,3

Левая круговая 1,2 97,5 1,2

Правая круговая 1,2 97,5 1,2

Формирование оптического вихря  
с помощью электрически управляемого  

дифракционного ЖК-элемента
Для изготовления электрически переключаемого дифракционного ЖК-элемента, формирующего оп-

тические вихри, применялся метод поляризационной голографии [3; 5; 15], основанный на наведении по-
верхностной анизотропии в фоточувствительном слое азокрасителя AtA-2 при когерентном сложении 
сингулярного пучка с плоской волной. В используемой оптической схеме на пути каждого из интерфери-
рующих световых пучков помещались четвертьволновые фазовые пластинки (см. рис. 1), что позволило 
сформировать ортогональные циркулярные пучки с левой и правой поляризацией. С помощью спираль-
ной фазовой пластинки VPP-m633 (RPC Photonics, США) опорный гауссов пучок был преобразован 
в сингулярную световую волну (оптический вихрь) с топологическим зарядом l =1. Схождение свето-
вых пучков на экспериментальном образце – ячейке № 3 – обеспечило формирование дифрак ционной 
структуры с периодом Λ = 2,5 мкм. 

Далее был проведен анализ светового поля в области перекрытия сигнального и опорного пучков 
(рис. 6). Отсутствие картины интерференции (см. рис. 6, а) и ее появление при использовании линей-
ного анализатора перед камерой (см. рис. 6, б ) свидетельствуют о реализации записи периодически 
модулированного поляризационного состояния суммарного светового поля.

При отсутствии управляющего напряжения на ячейке № 3 период сформированной поляризационно- 
голографическим методом дифракционной ЖК-структуры составил величину Λ = 2,5 мкм. 

Для управления дифракционной эффективностью изготовленной ЖК-структуры к электродам ячей-
ки № 3 прикладывалось управляющее напряжение в диапазоне 0–10 В. На рис. 7 приведены соответ-
ствующие зависимости дифракционной эффективности порядков дифракции m = –1, m = 0 и m = +1 при 
круговой поляризации считывающего излучения. Максимальное значение дифракционной эффектив-
ности в порядках дифракции m = –1 и m = +1 достигается при величине управляющего напряжения на 
ячейке ∼2,5–3,0 В, что обусловлено частичной переориентацией директора ЖК во внешнем электри-
ческом поле (переход Фредерикса [16]). Дальнейшее увеличение управляющего напряжения (в 5– 6 раз 
по сравнению с пороговым напряжением перехода Фредерикса Ut = 1,1 В) приводит к переориентации 
ЖК-молекул из планарного положения (вдоль поверхности подложек) в гомеотропное (перпендику-
лярно поверхности подложек), что сопровождается исчезновением дифракционных свойств ЖК-слоя. 
Согласно полученным экспериментальным данным асимметричные значения максимальной дифракци-
онной эффективности для ортогональных циркулярных поляризаций (табл. 3) свидетельствуют о фор-
мировании поляризационной решетки в слое азокрасителя в процессе поляризационно-голографической 
записи [17].
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Рис. 6. Схемы сложения ортогональных поляризованных лазерных пучков  
и соответствующие микрофотографии результирующего светового поля:  

a – без использования анализатора; б – с использованием анализатора 
Fig. 6. Schemes of addition of orthogonal polarised laser beams  

and the corresponding microphotographs of the resulting light field:  
a – without an analyser; b – with the analyser

Рис. 7. Зависимости дифракционной эффективности от управляющего напряжения  
при круговой (левой и правой) поляризации считывающего излучения:  

а – для порядка дифракции m = –1; б – для порядка дифракции m = +1; в – для порядка дифракции m = 0
Fig. 7. Dependences of the diffraction efficiency on the control voltage  

for circular (left and right) polarisation of reading radiation:  
a – for diffraction order m = –1; b – for diffraction order m = +1; c – for diffraction order m = 0
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Т а б л и ц а  3
Максимальные значения  

дифракционных эффективностей  
для порядков дифракции m = –1 и m = +1 ячейки № 3, %

Ta b l e  3
The maximum values of diffraction efficiencies  

for diffraction orders m = –1 and m = +1 of the cell No. 3, %

Поляризация
Порядок дифракции

m = –1 m = +1
Левая круговая 2,6 3,0
Правая круговая 2,9 2,6

Анализ фазовой структуры оптического вихря, формируемого дифракционным ЖК-элементом (ячей-
ка № 3), проводился методом когерентного сложения сингулярного светового пучка с плоской когерент-
ной волной с помощью интерферометра Маха – Цендера (рис. 8). Особенностью получаемой интерфе-
ренционной картины (сингулярного пучка с плоской волной) является образование характерной вилки, 
количество разветвлений которой позволяет определить абсолютную величину топологического заряда   l .

Восстановление поляризационной голограммы проводилось с помощью гелий-неонового лазера. 
На рис. 9 представлена микрофотография зарегистрированной интерференционной картины плоской 
когерентной волны и оптического вихря с топологическим зарядом l = 1 (порядок дифракции m = 1). 

Рис. 8. Принципиальная схема интерферометра Маха – Цендера: 
1 – гелий-неоновый лазер (длина волны 632,8 нм); 2 – пространственный фильтр; 3, 10 – линзы;  

4, 9 – светоделительные кубики; 5, 6 – зеркала; 7 – топологический дифракционный элемент;  
8 – четвертьволновая фазовая пластинка; 11 – экран

Fig. 8. The schematic diagram of the Mach – Zehnder interferometer: 
1 – helium-neon laser (wavelength 632.8 nm); 2 – spatial filter; 3, 10 – lenses;  
4, 9 – beam splitter cubes; 5, 6 – mirrors; 7 – topological diffractive element;  

8 – quarter wave phase plate; 11 – screen

Рис. 9. Микрофотография картины интерференции  
плоской волны и оптического вихря с топологическим зарядом l =1.  

Пунктиром выделена область вилочной дислокации
Fig. 9. The microphotograph of the interference pattern  

of a plane wave and an optical vortex with a topological charge l =1.  
The forked dislocation region is highlighted with a dotted line
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На рис. 10 приведены профили распределения интенсивности световых пучков в направлении по-
рядка дифракции m = +1 при разных значениях управляющего напряжения на ячейке № 3. Характерное 
пространственное распределение интенсивности светового поля с провалом в центральной области 
подтверждает вихревую природу дифрагированных световых пучков.

Согласно полученным экспериментальным данным формируемые оптические вихри являются ста-
бильными и сохраняют свою пространственную структуру при изменении управляющего напряжения на 
ячейке в диапазоне 0 –10 В. Уменьшение интенсивности дифрагированных сингулярных пучков с ростом 
управляющего напряжения обусловлено переориентацией ЖК-молекул, приводящей к изменению фазо-
вой задержки в ЖК-слое и, соответственно, к снижению дифракционной эффективности ЖК-структуры.

Таким образом, разработанный электрически переключаемый дифракционный ЖК-элемент на ос-
нове фоточувствительного ориентирующего слоя азокрасителя AtA-2 позволяет формировать устойчи-
вые сингулярные световые пучки (оптические вихри) с заданной величиной топологического заряда, 
что представляет практический интерес с точки зрения разработки и создания систем оптического за-
хвата микрочастиц, высокоразрешающей микроскопии, вортекс-коронарографии и др.

Заключение
Метод поляризационной голографической записи в тонких пленках азокрасителя AtA-2 позволяет 

формировать переключаемые дифракционные ЖК-структуры, в том числе характеризующиеся вилочной 
дислокацией. Для повышения эффективности голографической записи дифракционных решеток выполнен 
экспериментальный анализ оптимальных условий экспонирования светочувствительных пленок азо-
красителя AtA-2 интерференционной картиной когерентных световых пучков. Установлено, что при 

Рис. 10. Микрофотографии профилей распределения интенсивности восстановленного  
в порядок дифракции m = +1 оптического вихря при изменении внешнего управляющего напряжения (U )

Fig. 10. Microphotographs of the intensity distribution profiles of the reconstructed  
in diffraction order m = +1 optical vortex when the external control voltage (U ) changes
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использовании световых пучков мощностью 3–5 мВт максимальное значение дифракционной эффек-
тивности в порядке дифракции m = 1 достигается при времени экспонирования 60 с. Это соответствует 
величине экспозиционной дозы ∼  0,72 Дж. 

Высокое пространственное разрешение фоточувствительной среды – азокрасителя AtA-2 – позволило 
сформировать дифракционную решетку с периодом Λ = 1 мкм. Показано, что уменьшение периода за-
писывающей интерференционной картины с 6,5 до 1 мкм в ЖК-слое толщиной 7 мкм сопровождается 
уменьшением модуляции оптической анизотропии и, как следствие, снижением дифракционной эффек-
тивности ЖК-решетки. Применение в процессе поляризационно-голографической записи спиральной 
фазовой пластинки позволяет формировать дифракционные ЖК-структуры с вилочной дислокацией для 
генерации сингулярных световых пучков. Экспериментально установлено, что структура пространствен-
ного распределения интенсивности в поперечном сечении вихревого поля дифрагированных световых 
пучков сохраняется стабильной при подаче управляющего напряжения на ячейку.

Область применения полученных результатов включает разработку и создание систем управления 
фазово-поляризационной структурой световых пучков, оптический захват и манипулирование микро-
частицами, визуализацию биообъектов с высоким пространственным разрешением, лазерную обработку 
материалов, кодирование и передачу информации по оптоволоконным линиям связи.
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ВЛИЯНИЕ ДЛИТЕЛЬНОЙ И БЫСТРОЙ ТЕРМООБРАБОТОК  
НА ФОРМИРОВАНИЕ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА  

АЛЮМИНИЙ – ПОЛИКРЕМНИЙ

В. А. ПИЛИПЕНКО1), 2), Н. С. КОВАЛЬЧУК 1), Д. В. ЖИГУЛИН 1),  
Д. В. ШЕСТОВСКИЙ 1), В. М. АНИЩИК 2), В. В. ПОНАРЯДОВ2)

1)«Интеграл» – управляющая компания холдинга «Интеграл», 
ул. Казинца, 121а, 220108, г. Минск, Беларусь 

2)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Исследовано влияние длительной и быстрой термообработок на формирование границы раздела алюминий – 
поликремний на структурах алюминий – поликремний – двуокись кремния в целях изучения омических контак-
тов в элементной базе интегральных микросхем. Полученные структуры были подвергнуты различным видам 
термо обработки: стандартному (длительному) термическому отжигу (450 °С, 20 мин, среда N2), используемому 
для создания омических контактов на этапе производства интегральных микросхем, и быстрому термическому 
отжигу (450 °С, 7 с, среда Ar). Установлено, что при длительной термообработке происходит полное растворение 
поликремния в алюминии с последующей сегрегацией в виде отдельных остроугольных конгломератов поликрем-
ния на поверхности двуокиси кремния, что может привести к полному отказу работоспособности интегральной 
микросхемы. При быстрой термообработке подобного эффекта не наблюдается. Таким образом, при формировании 
омического контакта алюминий – поликремний на этапе производства интегральных микросхем целесообразно 
использовать быструю термообработку, которая существенно уменьшает растворение поликремния в алюминии 
и тем самым способствует формированию омического контакта.

Ключевые слова: граница раздела алюминий – поликремний; омический контакт; быстрая термообработка; 
интегральная микросхема; растровая электронная микроскопия; энергодисперсионный микроанализ.
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The influence of long-term and rapid thermal treatments on the formation of the aluminum – polysilicon interface on 
aluminum – polysilicon – silicon dioxide structures in order to study the ohmic contacts in the element base of integra-
ted circuits are considered. The obtained structures were subjected to various thermal treatments: standard (long-term) 
thermal annealing (450 °С, 20 min, N2 environment) used to create ohmic contacts at the stage of integrated circuit 
manufacturing and rapid thermal annealing (450 °С, 7 s, Ar environment). It is established, that during long-term thermal 
treatment, polysilicon is completely dissolved in aluminum, followed by segregation in the form of separate acute- angled 
polysilicon conglomerates on the surface of silicon dioxide, which can lead to a complete failure of the integrated circuit. 
With rapid thermal treatment, this effect is not observed. Thus, when forming an ohmic aluminum – polysilicon contact 
at the stage of integrated circuit manufacturing, it is advisable to use rapid thermal treatment, which significantly reduces 
the dissolution of polysilicon in aluminum and thereby contributes to the formation of an ohmic contact.

Keywords: aluminum – polysilicon interface; ohmic contact; rapid thermal treatment; integrated circuit; scanning elect-
ron microscopy; energy dispersive microanalysis.

Введение
При усиливающейся тенденции к повышению плотности компоновки современных интегральных 

микросхем (ИМС), а значит, к уменьшению проектных норм все большее значение приобретает сни-
жение тепловой нагрузки, оказываемой на полупроводниковую пластину в процессе формирования на 
ней элементной базы ИМС. Это требует разработки новых технологических процессов, использующих 
либо более низкую температуру, либо более короткое время их проведения. Данная тенденция обу-
словлена необходимостью значительно уменьшить длительность диффузионных процессов, имеющих 
место при высокотемпературных обработках, а также практически исключить загрязнение полупровод-
никового материала неконтролируемыми примесями. Особенно остро этот вопрос стоит при формиро-
вании омических контактов к кремнию и поликремнию. Процесс создания таких контактов представ-
ляет собой осаждение алюминия на кремний и поликремний с последующим применением длительной 
термообработки (510 °С, 10 мин или 450 °С, 20 мин [1]). Простейшее представление о взаимодействии 
алюминия с полупроводником заключается в том, что при диффузии металла в кристаллическую ре-
шетку кремния происходит ослабление и разрыв ковалентных связей Si — Si с образованием подвиж-
ных атомов кремния [2]. Поток атомов кремния в направлении межфазной границы алюминий – крем-
ний сопровождается потоком атомов алюминия, ориентированным в противоположном направлении. 
Таким образом, возникает процесс взаимного диффузионного перераспределения как металла в кремнии, 
так и кремния в металле, который усиливается при длительной термообработке, что приводит к значи-
тельному ухудшению параметров создаваемых ИМС, а следовательно, к снижению процента выхода год-
ных изделий [3].

Одним из методов, уменьшающих диффузионные процессы при высокотемпературных обработ-
ках, в том числе при формировании омических контактов, является применение быстрой термообра-
ботки (БТО) [4–20]. Однако в публикациях [4 –20] описывается лишь взаимодействие алюминиевой 
металлизации с монокристаллическим кремнием при создании омических контактов. При этом не 
затрагиваются вопросы формирования омического контакта алюминий – поликремний, его поведения 
при различных температурных нагрузках в процессе создания элементной базы ИМС. Проведение 
таких исследований позволит установить особенности формирования омических контактов не только 
к поликремниевым резисторам и конденсаторам, но и к поликремниевым затворам полевых транзи-
сторов, что непременно скажется на их выходных характеристиках, а значит, и на работоспособности 
всей ИМС.
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Материалы и методы исследования
На кремниевых пластинах марки КДБ-10 диаметром 100 мм и ориентацией <111> пирогенным 

окислением при температуре 850 °С формировался оксид кремния толщиной 70 нм. Затем на оксид 
кремния методом газофазного осаждения наносился слой поликремния толщиной 0,25 мкм, на поверх-
ность которого магнетронным методом напылялась пленка алюминия толщиной 1,5 мкм. Для напыле-
ния пленки использовалась алюминиевая мишень с 1 % примеси кремния. Часть полученных структур 
алюминий – поликремний – двуокись кремния подвергались различным видам термообработки: стан-
дартной (длительной) термообработке (450 °С, 20 мин, среда N2 ) и БТО (450 °С, 7 с, среда Ar). Другая 
часть структур не подвергались воздействию температуры. Процесс БТО пластин выполнялся в среде Ar 
при атмосферном давлении системой УБТО ПИТ-1801 (ООО «Перспективные инновационные техно-
логии», Беларусь). Атмосфера Ar была выбрана в целях исключения процессов окисления алюминия 
при термообработке. Пластины облучались с непланарной стороны потоками фотонов 20 галогенных 
ламп импульсами постоянной мощности длительностью 7 с. Мощность излучения ламп обеспечивала 
достижение температуры нагрева пластины 450 °С в течение 7 с. 

Исследование границы раздела алюминий – поликремний и определение элементного состава осу-
ществлялись на сколе пластины с помощью растрового электронного микроскопа (РЭМ) S-4800 (Hitachi, 
Япония) с энергодисперсионным спектрометром Quantax-200 (Bruker, Германия).

Результаты и их обсуждение
Влияние длительной термообработки и БТО на формирование границы раздела алюминий – поли-

кремний показано на рис. 1–3.

Рис. 1. РЭМ-изображения  
структуры алюминий – поликремний – двуокись кремния без термообработки: 

a – поверхность алюминия без наклона; б – поверхность алюминия под наклоном; в – скол структуры
Fig. 1. SEM images of the aluminum – polysilicon – silicon dioxide structure without thermal treatment: 

a – aluminum surface without tilt; b – tilted aluminum surface; c – structure cross section

Рис. 2. РЭМ-изображения  
структуры алюминий – поликремний – двуокись кремния 

после длительной термообработки (450 °С, 20 мин, среда N2 ): 
a – поверхность алюминия без наклона; б – поверхность алюминия под наклоном; в – скол структуры

Fig. 2. SEM images of the aluminum – polysilicon – silicon dioxide structure  
after long-term treatment (450 °С, 20 min, N2 environment): 

a – aluminum surface without tilt; b – tilted aluminum surface; c – structure cross section
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Анализ полученных данных показал, что имеется значительная разница между длительной термо-
обработкой (450 °С, 20 мин, среда N2 ) и БТО (450 °С, 7 с, среда Ar). При длительной термообработке 
происходит полное растворение поликремния в алюминии с последующей сегрегацией в виде отдель-
ных конгломератов поликремния на поверхности двуокиси кремния. Элементный состав данных кон-
гломератов приведен на рис. 4.

Высота конгломератов поликремния может значительно превышать толщину напыленной пленки 
алюминия. Поскольку алюминий гораздо более мягкий материал, чем поликремний, то своими остры-
ми углами поликремний легко протыкает пленку алюминия насквозь (см. рис. 2, а и б ), что может при-
вести к замыканию соседних топологических слоев ИМС, а значит, и к полному отказу микросхемы.

Для оценки размеров образовавшихся конгломератов поликремния пленка алюминия была стравле-
на в растворе на основе фосфорной и азотной кислот, в котором поликремний не травится. На рис. 5 
представлены РЭМ-изображения конгломератов поликремния после стравливания слоя алюминия и их 
элементный состав.

Из рис. 5, а и б, видно, что пленка поликремния превращается в крупные конгломераты поликрем-
ния с остроугольными краями на поверхности двуокиси кремния, что может сказаться на работо-
способности ИМС, при создании которых используются слои поликремния, имеющие контакты с алю-
минием.

Рис. 3. РЭМ-изображения  
структуры алюминий – поликремний – двуокись кремния после БТО (450 °С, 7 с, среда Ar): 

a – поверхность алюминия без наклона; б – поверхность алюминия под наклоном; в – скол структуры
Fig. 3. SEM images of the aluminum – polysilicon – silicon dioxide structure  

after rapid thermal treatment (450 °С, 7 s, Ar environment): 
a – aluminum surface without tilt; b – tilted aluminum surface; c – structure cross section

Рис. 4. Энергодисперсионный спектр конгломерата поликремния (см. рис. 2, в, точка 1)
Fig. 4. EDX spectrum of the polysilicon conglomerate (see fig. 2, c, point 1)
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Заключение
Применение длительных термообработок (450 °С, 20 мин) при производстве современных ИМС с по-

стоянно уменьшающимися проектными нормами приводит к ухудшению параметров ИМС и, как следст-
вие, низкому проценту выхода годных изделий. Данное обстоятельство обусловлено тем, что с уменьше-
нием проектных норм изготовления ИМС все большее значение приобретают диффузионные процессы 
на границах раздела топологических слоев. Так, в месте соприкосновения омического алюминиево-
го контакта к поликремниевым затворам МОП-транзисторов, резисторов, конденсаторов происходит 
растворе ние поли кремния в алюминии с последующей сегрегацией в виде отдельных остроугольных 
конгломератов поликремния, которые не только ухудшают выходные характеристики ИМС, но и при-
водят к их полному отказу в результате замыкания топологических слоев. Одним из способов уменьше-
ния диффузионных процессов в микроэлектронике является замена стандартного термического отжига 
на БТО, позволяющую избежать разрушения омических алюминиевых контактов к поликремниевым 
топологическим элементам, а значит, увеличить процент выхода годных ИМС.
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ОДНОСТАДИЙНЫЙ ТЕМПЛАТНЫЙ ЗОЛЬ -ГЕЛЬ СИНТЕЗ  
ТОНКОПЛЕНОЧНЫХ ФОТОКАТАЛИЗАТОРОВ НА ОСНОВЕ TiO2

М. А. ЕВСЕЙЧИК1), С. Е. МАКСИМОВ1),  
Л. С. ХОРОШКО1), 2), А. В. БАГЛОВ1), 2), О. В. КОРОЛИК 2),  
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Из суспензий на основе бескислотного золя, образующего диоксид титана (TiO2), и тиокарбамида в различ-
ной концентрации получены тонкопленочные покрытия TiO2 на монокристаллическом кремнии. Исследованы 
морфология, фазовый состав и фотокаталитические свойства сформированных пленок. Методом спектроскопии 



59

Физика и техника полупроводников
Semiconductor Physics and Engineering

комбинационного рассеяния света установлено формирование смеси фаз анатаза и рутила в пленке TiO2, причем 
при повышении температуры отжига структур TiO2 – Si с 550 до 850 °С доля рутила увеличивается. Зарегистри-
рована фотокаталитическая активность полученных структур в отношении тестового органического загрязни-
теля – красителя родамина Б. Отмечено, что при облучении водных растворов родамина Б УФ-излучением (длина 
волны 365 нм) в присутствии созданных пленочных структур на протяжении 60 мин наблюдается обесцвечива-
ние до 48 % красителя относительно его исходной концентрации. Наилучший результат показывает пленка TiO2, 
сформированная из суспензии с максимальной концентрацией тиокарбамида (96 мг/мл) при температуре отжига 
850 °С. Обсуждены перспективы использования полученных тонкопленочных покрытий в системах очистки воды 
от органических загрязнений.

Ключевые слова: золь-гель синтез; темплатный метод; диоксид титана; фотокатализ; рутил; анатаз; тиокар-
бамид.
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Thin-film coatings of TiO2 on monocrystalline silicon wafers were obtained from suspensions based on acid-free 
titanium dioxide producing sol and thiocarbamide in various concentrations. The morphology, phase composition and 
photocatalytic properties of the fabricated films have been investigated. Formation of a mixture of anatase and rutile 
phases in a TiO2 film was revealed by the Raman spectroscopy, with the proportion of rutile increasing with an increase 
in the annealing temperature of the TiO2 – Si structures from 550 to 850 °C. The photocatalytic activity of the obtained 
structures with respect to the test organic pollutant, the Rhodamine B dye, was established. When aqueous solutions of 
Rhodamine B are irradiated with UV light (wavelength 365 nm) in the presence of fabricated film structures for 60 min, 
up to 48 % destruction of the dye is observed relative to its initial concentration. Moreover, the best result is shown by 
the TiO2 film formed from a suspension with the maximum concentration of thiocarbamide (96 mg/mL) at annealing 
temperature of 850 °C. Prospects of the obtained thin-film coatings for the purification of water from organic pollutants 
are discussed.

Keywords: sol-gel synthesis; template method; titanium dioxide; photocatalysis; rutile; anatase; thiocarbamide.
Acknowledgements. The work was carried with financial support by the Belarusian Republican Foundation for Fun-
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Введение
Очистка воды от органических загрязнений путем их разложения на безопасные соединения в тече-

ние многих лет удерживает интерес исследователей по всему миру. Использование фотокатализаторов 
(особенно при активации их УФ-излучением) для решения данной задачи имеет ряд преимуществ перед 
другими методами, среди которых – отсутствие расхода реагентов, высокая эффективность разложе-
ния широкого ряда органических соединений, одновременная антибактериальная обработка растворов 
в отношении санитарно значимых микроорганизмов и т. д. [1–3]. В химической технологии при работе 
с жидкими и газообразными реагентами обычно используют катализаторы в дисперсном виде, так как 
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в этом случае в большей степени задействуется поверхность каталитических частиц, что повышает 
эффективность технологического процесса. Для очистки воды также применяются фотокатализаторы 
в мелкодисперсной фазе, однако их использование предполагает интенсивное перемешивание (встря-
хивание) реакционной смеси для обеспечения эффективного контакта поверхности фотокатализатора 
с молекулами загрязнителя и временные затраты на фильтрацию, центрифугирование и отстаивание 
очищенной жидкости для последующего удаления частиц. При использовании ультрадисперсных по-
рошков фотокатализаторов, состоящих из наночастиц различного размера, присутствие фотокатализа-
тора обнаруживается в уже очищенной с его помощью воде, что негативно сказывается на ее качестве 
и отрицательно влияет на состояние окружающей среды [4]. Применение дисперсных материалов для 
фотокаталитической очистки воздуха также является сложной, а в некоторых случаях и невозможной 
задачей, требующей дополнительных мер по обеспечению очистки воздуха от частиц фотокатализатора. 
Данная проблема может быть решена при использовании иммобилизованных на определенной подложке 
фотокатализаторов, которые позволяют значительно упростить цикл фотоката литической очистки воды 
за счет исключения процедуры фильтрации реакционной смеси. 

Получение фотокатализаторов в виде объемных (керамических) материалов открывает возможности 
синтеза сложных композитов, например, твердофазным методом, золь-гель методом, методом спрей-
пиролиза и др. В то же время практически все современные методы синтеза, в частности золь-гель метод, 
делают возможным формирование наноструктурированных композитных пленок с развитой поверх-
ностью. Преимуществами пленочных фотокаталитически активных покрытий на подложках являются 
их мобильность, простота использования и восстановления (очистки при необходимости) и возмож-
ность контроля свойств пленки, в том числе путем выбора материалов для ее синтеза и конфигурации 
поверхности подложки.

Многообразие физико-химических методов синтеза, использование микро- и наноструктурирован-
ных подложек и комбинирование различных материалов в едином цикле синтеза позволяют получать 
пленочные фотокатализаторы, эффективность разложения тестовых загрязнителей для которых сопо-
ставима с таковой для порошковых материалов [5; 6]. Еще одно важное преимущество иммобилизован-
ных фотокатализаторов – возможность организации как проточной системы очистки воды или воздуха, 
так и системы с замкнутым циклом [7–9].

Одним из самых активно исследуемых в течение многих десятилетий нетоксичных фотокатализа-
торов, активируемых УФ-излучением, является диоксид титана (TiO2). Синтезируемый золь-гель мето-
дом на различных подложках, включая кремний, пористый анодный оксид алюминия, стекла и метал-
лические фольги, он демонстрирует высокую фотокаталитическую активность во всех случаях [10; 11]. 
Преимуществами золь-гель синтеза диоксида титана являются относительная простота лабораторной 
технологии с возможностью масштабирования, контроль состава конечного материала на этапе синтеза 
золей, формирование как сплошных, так и островковых покрытий на различных подложках, а также 
возможность одностадийного синтеза гетероструктур и материалов с высокими значениями удельной 
поверхности за счет добавления темплатного агента (полимера, органического соединения), который 
ввиду более низких, чем температура формирования основной фазы, температур горения и испарения 
формирует в готовых пленках пустоты, полости и макроскопическую зернистую структуру [12–14].

Целью данной работы являются синтез, исследование и анализ фазового состава и фотокаталитиче-
ских свойств пленок TiO2, полученных на подложках монокристаллического кремния из суспензий на 
основе бескислотного золя, образующего диоксид титана, и тиокарбамида в различной концентрации.

Материалы и методы исследования
Для получения фотокаталитически активных пленок TiO2 применяли модификацию классического 

золь-гель синтеза – темплатный золь-гель синтез. В этом варианте предполагается возможность пол-
ного термического разложения так называемого жертвенного темплата. В качестве темплатного мате-
риала использовали тиокарбамид (CS(NH2)2 ) чистотой 97,5 % (ГОСТ 6344 –73), который растворяли 
в бескислотном золе – предшественнике диоксида титана, полученном на основе этанола, бутанола-1, 
ацетилацетона, тетраизопропоксида титана (Ti{OCH(CH3)2}4 ) чистотой 99,99 % (Sigma Aldrich, США) 
и воды, как подробно описано в работе [6]. Вследствие умеренной растворимости тиокарбамида в во-
де и спиртах, образующих дисперсионную среду золя-основы, наблюдалась его перекристаллизация 
при растворении, что в конечном итоге приводило к формированию суспензии. Ее гомогенность обе-
спечивали путем перемешивания в течение 150 мин со скоростью 850 об/мин на лабораторном встря-
хивателе IKA Vortex 4 digital (IKA-Werke, Германия) с орбитальной траекторией встряхивания (диаметр 
орбиты 4,5 мм). Суспензии содержали различное количество темплата (см. таблицу). Пленки форми-
ровали на подложках размером 20 × 20 мм, вырезанных из пластин монокристаллического кремния 



61

Физика и техника полупроводников
Semiconductor Physics and Engineering

марки 100 ЭКЭС 0,01(100)-460 (ТУ РБ 200181967.026 –2002), окунанием в 1 мл суспензии. После из-
влечения образец сушили на воздухе при температуре 60 °С. Затем процедуру повторяли еще один раз, 
формируя таким образом двухслойное покрытие ксерогеля с включением темплата. Далее подложки с на-
несенными пленками отжигали на воздухе при температуре 550 и 850 °С в течение 60 мин (см. таблицу). 

Маркировка и описание образцов
Marking and description of samples

Маркировка  
образца

Содержание тиокарбамида  
в суспензии, г/мл

Температура  
отжига, °C

1 0,012
5502 0,048

3 0,096
4 0,012

8505 0,048
6 0,096

Исследование фазового состава пленок TiO2 проводили методом спектроскопии комбинационного 
рассеяния света (КРС), что обусловлено малой толщиной формируемого покрытия и ожидаемым ин-
тенсивным сигналом от монокристаллического кремния при исследовании стандартным методом ди-
фракции рентгеновских лучей. Спектры КРC регистрировали при комнатной температуре с помощью 
конфокального спектрометра Nanofinder High End (LOTIS TII, Беларусь – Япония). Для возбуждения 
сигнала использовали твердотельный лазер (длина волны 532 нм, мощность 20 мВт). Излучение лазера 
фокусировали на поверхности образца объективом с увеличением ×100 (числовая апертура 0,95), что 
определяло размер области возбуждения ∼1 мкм в диаметре. Мощность лазерного излучения, как пра-
вило, ослабляли до 2 мВт во избежание теплового повреждения образца. Отраженный свет диспергиро-
вался дифракционной решеткой, содержащей 600 штрихов на 1 мм, что позволяло получать спектраль-
ное разрешение не хуже 3 см–1. Поляризатор в канале регистрации не устанавливали. Спектральную 
калибровку осуществляли по линиям излучения газоразрядной лампы, обеспечиваемая точность была 
не хуже 3 см–1. Время накопления сигнала составляло 10 с. В качестве фотоприемника использовали 
охлаждаемую кремниевую CCD-матрицу. Режим возбуждения выбирали исходя из необходимости ниве-
лирования люминесцентного сигнала присутствующих в пленках углеродных остатков, обусловленных 
разложением темплата.

Исследование фотокаталитической активности сформированных пленок TiO2 проводили в отношении 
тестового органического загрязнителя – красителя родамина Б (в водном растворе с исходной концентра-
цией 10 мг/л). Экспонирование раствора с образцами TiO2 – Si осуществляли излучением ртутной УФ-лампы 
(длина волны 365 нм, мощность 8 Вт). Перед экспонированием образцы 30 мин выдерживали в темноте до 
установления адсорбционного равновесия. Процент разложения красителя оценивали по изменению интен-
сивности максимума поглощения красителя в растворе по сравнению с таковой в исходном растворе. Спект-
ры пропускания регистрировали при комнатной температуре в диапазоне длин волн 400 –700 нм с шагом 
сканирования 1 нм на спектрофотометре Proscan MC 122 (SOL Instruments, Беларусь).

Результаты и их обсуждение
Пленки TiO2, сформированные на монокристаллическом кремнии, характеризуются развитой тексту-

рой поверхности с квазиравномерной макрозернистостью и типичным размером однородных областей 
(до 50 мкм) (рис. 1). Такой островковый характер покрытия является отличительной чертой темплатного 
синтеза, он особенно актуален для фотокаталитических покрытий, так как значительно влияет на микро-
циркуляцию жидкости и повышает эффективность очистки [15]. Формирование подобной морфологии 
пленок может быть связано со слабой растворимостью прекурсора – тиокарбамида – в растворителях, 
используемых в золе, а также его стабильностью, что тем не менее не препятствует хорошей смачивае-
мости и получению визуально однородных пленкообразующих дисперсий. 

Спектры КРС синтезированных пленок TiO2, нормированные по самому интенсивному пику, при-
ведены на рис. 2 (маркировка образцов соответствует таблице). Для всех образцов наблюдается харак-
терный набор пиков, подтверждающих формирование фаз анатаза и рутила в пленках (обозначены как 
А и R соответственно), однако ввиду близкого расположения основных линий анатаза и рутила (145,6 
и 143,9 см–1 соответственно) идентификация основного пика (обозначен как A / R* ) представляется за-
труднительной из-за недостаточной разрешающей способности прибора в выбранной для исследования 
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конфигурации [16]. Тем не менее наличие пиков 446,1 и 610,1 см–1 позволяет надежно идентифициро-
вать образование фазы рутила, а рост интенсивности указанных пиков свидетельствует об ожидаемом 
увеличении процента его содержания в пленке TiO2 после отжига при температуре 850 °С. Косвенно 
это подтверждается уменьшением интенсивности пика ∼145 см–1, так как эта линия ярко выражена для 
анатаза и в значительно меньшей степени – для рутила [16]. 

Обобщая анализ спектров КРС, можно утверждать, что при температуре отжига 550 °С вне зави-
симости от концентрации темплата формируется покрытие, состоящее преимущественно из анатаза 
с небольшой примесью рутила, а повышение температуры отжига до 850 °С приводит к значительному 
росту концентрации рутила в пленке. 

Идентификацию углеродной фазы в рамках данного эксперимента не проводили, поскольку физико-
химические процессы термического разложения тиокарбамида предполагают его полное разрушение, 
а получаемый из него пиролитическим разложением графитоподобный нитрид углерода ( g-C3N4) начи-
нает ускоренно разлагаться уже при температуре 560 °С вплоть до полной деструкции при температу-
ре 750 –760 °С [17]. Во всех зарегистрированных спектрах КРС для отожженных при температуре 550 °С 
образцов характерные для g-C3N4 (включая разупорядоченный g-C3N4 ) линии не выявлены [18]. Отсут-
ствие сигнала графитоподобного нитрида углерода требует дополнительных исследований химических 
превращений в системе CS(NH2 )2 – TiO2 для установления возможного катализирующего влияния фазы 
анатаза на разрушение g-C3N4 при температуре выше 450 °С. 

Рис. 1. Поверхности пленок на образцах 3 и 6,  
сформированных из суспензий с максимальной концентрацией тиокарбамида

Fig. 1. Images of the surfaces of samples 3 and 6  
formed from suspensions with a highest concentration of thoicarbamide

Рис. 2. Спектры КРС пленок TiO2 на монокристаллическом кремнии после отжига  
при температуре 550 °С (образцы 1–3) и 850 °С (образцы 4 – 6)

Fig. 2. Raman spectra of TiO2 films on monocrystalline silicon after annealing  
at temperature of 550 °С (samples 1–3) and 850 °С (samples 4 – 6)
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Исследование фотокаталитической деструкции органического красителя родамина Б в водном рас-
творе при экспонировании УФ-излучением в присутствии образцов TiO2 – Si показывает эффектив-
ность разложения, сопоставимую с таковой для тонкопленочных образцов, полученных из тех же золей 
без модификации, а также гетероструктур TiO2 – g-C3N4 [19]. 

Для пленок TiO2, синтезированных при температуре отжига 550 °С, характерна более активная тем-
новая адсорбция (рис. 3, а), при этом после деструкции сорбированного красителя разложение замед-
ляется. Для пленок TiO2, синтезированных при температуре отжига 850 °С, темновая адсорбция выра-
жена меньше, но разложение идет лучше благодаря образованию смеси фаз, в том числе за счет более 
активной абсорбции УФ-излучения рутилом. Дополнительным фактором повышения эффективности 
разложения красителя является выраженная гидрофобность рутила, которая придает поверхности мате-
риала свойства самоочистки, что для водных растворов выражается в повышении процента разложения 
красителя и наблюдаемом изменении характера кривой фотокаталитической деструкции [20; 21]. Стоит 
отметить, что для всех пленок зафиксировано повышение фотокаталитической активности при увеличе-
нии концентрации тиокарбамида, причем для пленок, синтезированных при температуре 850 °С, данная 
зависимость выражена сильнее. Авторы полагают, что это может быть связано с формированием разви-
той поверхности пленки TiO2 в процессе удаления газообразных продуктов термической декомпозиции 
тио карбамида из ксерогеля в процессе отжига. Косвенно это подтверждает анализ темновой адсорбции: 
увеличение концентрации тиокарбамида в ксерогелях с последующим отжигом при температуре 850 °С 
приводит к увеличению темновой адсорбции красителя. В случае отжига при температуре 550 °С на-
блюдается обратная ситуация, которая может быть объяснена меньшей скоростью газоотделения и, со-
ответственно, менее развитой поверхностью.

Заключение
Из суспензий на основе бескислотного золя – предшественника TiO2 и тиокарбамида, используемого 

в качестве агента для темплатного синтеза, получены пленочные фотокатализаторы на монокристалли-
ческом кремнии, обладающие развитым макроскопическим рельефом поверхности. Как показал анализ 
спектров КРС, повышение температуры отжига ксерогелей TiO2 c 550 до 850 °С способствует увели-
чению содержания фазы рутила в готовых пленках, а также понижению температуры деструкции об-
разующегося в системе CS(NH2 )2 – TiO2 графитоподобного нитрида углерода, что может быть связано 
с каталитическим эффектом присутствующего анатаза. Все полученные структуры TiO2 – Si демонстри-
руют фотокаталитическую активность в отношении тестового органического загрязнителя – красителя 

Рис. 3. Кинетика разложения родамина Б в водном растворе  
при экспонировании УФ-излучением (длина волны 365 нм) в присутствии образцов TiO2 – Si,  

сформированных отжигом при температуре 550 °С (а) и 850 °С (б ).  
Область темновой выдержки (30 мин) отмечена серой заливкой

Fig. 3. Kinetic of photocatalytic destruction of Rhodamine B  
in the aqueous solution under the UV irradiation (wavelength 365 nm) in the presence  

of the TiO2 – Si samples fabricated by annealing at temperature of 550 °С (а) and 850 °С (b). 
The dark exposure area (30 min) is marked with a gray fill
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родамина Б (в водном растворе при активации УФ-излучением). При увеличении количества тиокарба-
мида в суспензии для пленок, отожженных при температуре 550 °С, наблюдается рост фотокаталити-
ческой активности, однако дальнейшее повышение эффективности разложения тестового загрязнителя 
дос тигается с увеличением температуры отжига до 850 °С. При этом высокотемпературная обработка 
также снижает на 5 % темновую адсорбцию для пленок, полученных из суспензий с одинаковым со-
держанием тиокарбамида. Максимальная деструкция красителя (48 %) отмечена в присутствии пленки, 
полученной из суспензии с содержанием тиокарбамида 0,096 г/мл, после отжига при температуре 850 °С, 
что обусловлено как формированием развитого рельефа за счет сжигания темплата, так и оптимальным 
для данных условий соотношением фаз анатаза и рутила в пленке TiO2. Представленные результаты 
показывают перспективность развития технологий темплатного синтеза для получения эффективных 
тонкопленочных фотокатализаторов. Использование исследованных тонких пленок перспективно в си-
стемах фотокаталитической очистки воды и воздуха от органических загрязнений и патогенных микро-
организмов.
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УДК 539.213.2
ЭЛЕКТРОФИЗИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ТОНКИХ ПЛЕНОК ОКСИДА ИНДИЯ

В. С. ВОЛОБУЕВ1), В. К. ДОЛГИЙ 2), А. Е. ПОЧТЕННЫЙ 3)

1)Белорусский государственный технологический университет,  
ул. Свердлова, 13а, 220006, г. Минск, Беларусь 

2)Белорусский государственный аграрный технический университет,  
пр. Независимости, 99, 220012, г. Минск, Беларусь 

3)Независимый исследователь, г. Минск, Беларусь

Исследованы электрофизические свойства тонких пленок оксида индия. Структура и химический состав пле-
нок изучены методами электронной дифракции, сканирующей электронной микроскопии, рентгеновской фото-
электронной спектроскопии. Температурная зависимость проводимости пленок измерена при постоянной кон-
центрации кислорода методом циклической термодесорбции. Показано, что взаимодействие адсорбированных 
частиц с пленкой приводит к образованию различных адсорбционных состояний, влияющих на электрофизические 
свойства пленки. На основе результатов исследования предложен механизм проводимости. Рост проводимости, 
связанный с уменьшением концентрации адсорбированного кислорода, обусловлен тем, что адсорбированный 
кислород играет роль центров рассеяния носителей заряда, и снижение его концентрации приводит к увеличению 
подвижности носителей заряда. Полученные результаты могут быть использованы в микроэлектронных датчиках 
и сенсорах, поскольку они обладают более высоким быстродействием и значительно меньшим дрейфом показаний, 
чем резистивные сенсоры.

Ключевые слова: сенсоры; механизм проводимости; тонкая пленка; прыжковая проводимость; термодесорбция.
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The electrophysical properties of thin films of indium oxide have been researched. The structure and chemical com-
position of the films were studied by electron diffraction, scanning electron microscopy and X-ray photoelectron spectro-
scopy. The temperature dependence of the conductivity of these films was measured at a constant oxygen concentration 
by cyclic thermal desorption. It is shown that the interaction of adsorbed particles with the film leads to the formation of 
various adsorption states that affect the electrophysical properties of the film. Based on the results of the study, a mecha-
nism of conduction is proposed. The increase in conductivity associated with a decrease in the concentration of adsorbed 
oxygen is due to the fact that adsorbed oxygen is the centers of scattering of charge carriers, and a decrease in its con-
centration leads to an increase in the mobility of charge carriers. The results can be used in microelectronic sensors and 
sensors, since they have a higher response speed and significantly less reading drift compared to resistive sensors.

Keywords: sensors; conduction mechanism; thin film; hopping conductivity; thermal desorption.
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Введение
Уровень развития технологий и требования научно-технического прогресса на современном этапе 

обусловливают необходимость повышения эффективности контроля окружающей среды и управления 
технологическими процессами. Это предполагает использование газовых сенсоров, меняющих свою 
проводимость в результате окислительных реакций с кислородом и восстанавливающими реагентами, 
к которым относятся многие газы, а также пары большого числа органических веществ. В настоящее 
время активно разрабатываются структуры для таких элементов органической электроники, как хими-
ческие сенсоры [1], биологические сенсоры [2] и солнечные батареи с улучшенными характеристика-
ми [3]. 

Одной из нерешенных проблем химической сенсорики является создание высокочувствительных 
и селективных датчиков газового анализа. Среди них перспективными считаются полупроводниковые 
газовые сенсоры (ППГС) адсорбционного типа, выполненные по микроэлектронной групповой техно-
логии. Перспективность ППГС обусловлена низкой материало- и энергоемкостью, хорошей воспроиз-
водимостью параметров, миниатюрностью и исключительным удобством обработки считываемой ин-
формации. Кроме того, существует возможность их изготовления в виде интегральных микросхем. 

Из множества различных конструкций и принципов работы ППГС адсорбционного типа широкое 
применение на практике получили хеморезистивные сенсоры, действие которых основано на изменении 
сопротивления сенсорного элемента при взаимодействии с конкретным газом. При этом зависимость 
проводимости конденсированных пленок от концентрации адсорбированных примесей определяется 
механизмом электропереноса. Так, например, в тонких конденсированных пленках органических полу-
проводников с прыжковым механизмом проводимости адсорбированные примеси влияют на энергию 
активации проводимости и концентрацию центров локализации, которые обеспечивают электропере-
нос [4; 5]. В пленках полупроводников с зонным механизмом проводимости адсорбированные примеси, 
как правило, изменяют концентрацию носителей заряда, не влияя при этом на величину энергии акти-
вации проводимости. В металлических пленках адсорбированные примеси практически не оказывают 
действия на проводимость.

С учетом того что газовые сенсоры функционируют в присутствии адсорбированного кислорода, 
молекулы которого влияют на электропроводность, для оптимизации сенсорных свойств подобных 
устройств принципиально важно знать механизм такого влияния, включая вклад собственных электрон-
ных состояний и состояний адсорбированного кислорода в процессы электропереноса. 

Использование пленок оксида индия (In2O3) в качестве газочувствительных материалов сдерживается 
высокой квазиметаллической электропроводностью и низкой селективностью. Повысить чувствитель-
ность и селективность таких пленок можно путем модификации их химического состава и структуры, 
что делает актуальными исследования в этой области. Целью настоящей работы является изучение 
влия ния адсорбированного кислорода на электрофизические свойства сенсорных пленок In2O3.
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Материалы и методы исследования
Объектом исследования выступали тонкие пленки In2O3 (толщина 30 – 80 нм), которые были по-

лучены термическим окислением пленок индия, осажденных методом магнетронного напыления при 
постоянном токе. Выбор данной пленочной технологии обусловлен тем, что она позволяет формиро-
вать оксидные слои толщиной от нескольких нанометров до нескольких сотен нанометров. Напыле-
ние пленок индия осуществлялось на вакуумном универсальном посту ВУП-5М (Selmi, Украина) при 
ускоряющем напряжении 0,5 кВ и токе разряда 0,15 А. Давление в процессе напыления составляло 
0,1–1,0 Па. В качестве газа для травления использовался аргон, катодом выступал индиевый наконечник. 
Пленки индия осаждались на монокристаллические кремниевые пластины, покрытые диэлектрическим 
слоем эпитаксиального оксида кремния (SiO2), оксидом алюминия (Al2O3) и слюдой. После осаждения 
пленки индия подвергались окислению в муфельной электрической печи в неизотермическом режиме: 
в течение 40 – 60 мин производился нагрев до температуры 500 – 600 °С, а затем на протяжении 60 мин 
осуществлялся изотермический отжиг при температуре 500 и 600 °С (температура и время окисления 
подобраны экспериментально). 

Для измерения электрофизических свойств использовались либо электроды из проводящей контакт-
ной пасты, нанесенные на поверхность пленки, либо встречно-штыревая система никелевых электродов, 
расположенная под пленкой. В качестве подложки применялась слюда (мусковит) толщиной 10 мкм, 
низкая теплопроводность которой позволяет реализовывать большие градиенты температур, а высокое 
удельное сопротивление обеспечивает хорошую электроизоляцию. 

Проводимость пленок при постоянном токе определялась с помощью электрометра В7-57/1 (ПО «Бел-
вар», Беларусь). Температурные зависимости проводимости в интервале температур от 370 до 450 К 
измерялись в вакууме (давление 10–2 Па) методом циклической термодесорбции [6–8]. Суть данного 
метода состоит в нагревании образца до некоторой температуры T0 и его последующем охлаждении, 
в процессе которого и измеряется зависимость проводимости от абсолютной температуры, имеющая вид

 G G
E
kT
a= −



0 exp ,  (1)

где G0 – предэкспоненциальный множитель; Ea – энергия активации проводимости; k – постоянная 
Больц мана; T – абсолютная температура.

Концентрация адсорбированного кислорода при охлаждении не увеличивалась, так как измерения 
проводились в вакууме. Образец последовательно нагревался до все более высоких температур, кото-
рым соответствовали все более низкие концентрации адсорбированного кислорода. Измерение темпе-
ратурных зависимостей проводимости при охлаждении позволяет получить набор температурных зави-
симостей проводимости, отвечающих различным концентрациям адсорбированного кислорода в одном 
и том же образце. На основе этого набора можно определить значения проводимости (при температуре 
300 К), предэкспоненциального множителя и энергии активации проводимости, соответствующие раз-
ным концентрациям адсорбированного кислорода.

Фазовая структура и морфология поверхности исследовались методом сканирующей электронной 
микроскопии с использованием микроскопов H-800 и S-806 (Hitachi, Япония). 

Результаты и их обсуждение
Анализ электронных дифрактограмм показал, что единственной идентифицируемой кристалличе-

ской фазой в оксидных пленках в процессе окисления является кубическая фаза с поликристаллической 
структурой In2O3. Для пленок In2O3 характерна зернистая структура (рис. 1, а) с размером частиц от 10 
до 70 нм. Основная доля частиц (около 80 %) приходится на интервал от 15 до 50 нм, максимум находится 
в диапазоне 25–30 нм (рис. 1, б ).

Рентгеновский фотоэлектронный спектр индия характеризуется наличием двух спектральных линий 
с энергиями связи (E ) 444,4 и 452,0 эВ за счет мультиплетного расщепления 3d-уровня. Химический 
сдвиг линии In 3d5/2 в оксидной пленке относительно линии In0 (исходное значение средней энергии свя зи 
443,5 эВ) составляет 0,9 эВ, что можно объяснить состоянием In3+ (по имеющимся справочным данным, 
изменение энергии связи колеблется в пределах 0,8–1,2 эВ). Рентгеновский фотоэлектронный спектр 
кислорода представлен на рис. 2. Пиковая линия имеет ярко выраженную асимметрию, что указывает 
на наличие перекрывающихся пиков, различающихся по энергии, форме и интенсивности, с энергиями 
связи 529,95 и 531,9 эВ.

Фотоэлектронная линия с энергией связи 529,95 эВ имеет большую интенсивность и соответствует со-
стоянию решетки кислорода (согласно справочным данным средняя энергия связи O2 в соединении In2O3  
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составляет 530 эВ и варьируется от 529,1 до 530,9 эВ). Широкая оболочка фотоэлектронных линий O 1s 
в области 531,0 –534,5 эВ связана с достаточно большим числом форм кислорода и его соеди нений, ад-
сорбированных на поверхности. Фотоэлектронная линия с энергией связи 531,9 эВ может соответство-
вать различным формам адсорбированного на поверхности кислорода, а также кислорода, включенного 
в гидроксильную группу.

Полученные температурные зависимости проводимости, представленные на рис. 3, показывают, что 
по мере десорбции кислорода проводимость пленок In2O3 возрастает, а сами температурные зависимости 
подчиняются уравнению (1). Тот факт, что в процессе термодесорбции кислорода энергия активации 
проводимости пленок In2O3 существенно изменялась, подтверждает прыжковый механизм проводи-
мости [4; 5] в этом материале, когда перенос электронов может осуществляться как по собственным 
состояниям с радиусом локализации a1, так и по примесным состояниям с радиусом локализации a2. 
В соответствии с формулой (1) все измеренные температурные зависимости являются линейными по 

координатам ln G – 1
kT

 (см. рис. 3). Это доказывает, что один из каналов переноса электронов (собствен-

ный или примесный) является, по сути, преобладающим.

Рис. 2. Рентгеновский фотоэлектронный спектр кислорода  
на поверхностных пленках In2O3

Fig. 2. X-ray photoelectron  
spectra of oxygen on In2O3 surface films

Рис. 1. СЭМ-изображение пленок In2O3 на слюде (а) и распределение их частиц по размерам (б ) 
Fig. 1. SEM images of In2O3 films on mica (a) and size distribution of their particles (b)
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Рост проводимости (см. рис. 3) и предэкспоненциального множителя (рис. 4) пленок In2O3 при де-
сорбции кислорода свидетельствует о том, что уменьшение концентрации адсорбированного кисло-
рода приводит к увеличению подвижности носителей заряда. Из этого следует, что адсорбированный 
кислород играет роль центров рассеяния.

В то же время энергия активации проводимости пленок при десорбции кислорода уменьшается (рис. 5). 
Следовательно, снижение концентрации адсорбированного кислорода вызывает смещение уровня Ферми 
ближе ко дну зоны проводимости. Это показывает, что уровни адсорбированного кислорода распола-
гаются ниже середины запрещенной зоны.

Для определения канала переноса электронов значения предэкспоненциального множителя 
и энергии активации проводимости пленок In2O3 графически представлены в координатах ln G0 – Ea 
(рис. 6).

Рис. 3. Температурные зависимости проводимости пленок In2O3,  
измеренные в вакууме при температуре начала охлаждения:  

1 – 100 ℃; 2 – 110 ℃; 3 – 120 ℃; 4 – 130 ℃; 5 – 140 ℃;  
6 – 150 ℃; 7 – 160 ℃; 8 – 170 ℃

Fig. 3. Temperature dependences of the conductivity of In2O3 films  
measured in vacuum at the temperature of the beginning of cooling:  

1 – 100 ℃; 2 – 110 ℃; 3 – 120 ℃; 4 – 130 ℃; 5 – 140 ℃;  
6 – 150 ℃; 7 – 160 ℃; 8 – 170 ℃

Рис. 4. Зависимость предэкспоненциального множителя пленок In2O3  
от температуры начала охлаждения

Fig. 4. Dependence of the pre-exponential multiplier of In2O3 films  
on the temperature of the beginning of cooling
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Энергия активации проводимости и предэкспоненциальный множитель могут быть записаны в виде 
соотношений [4; 5]

 E e n
a = 0 99
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πe e
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 G G
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0 03 1
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exp ,
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где е – заряд электрона; n – концентрация центров локализации; e 0 – электрическая постоянная (диэлект-
рическая проницаемость вакуума); e – относительная диэлектрическая проницаемость; G03 – постоян-
ная, зависящая от радиуса локализации электронов; α = 1,73 – перколяционная константа; a – радиус 
локализации электронов.

Рис. 6. Зависимость энергии активации проводимости  
от предэкспоненциального множителя пленок In2O3  

в температурной зависимости проводимости
Fig. 6. Dependence of the activation energy of conductivity  

on the pre-exponential multiplier of In2O3 films 
in the temperature dependence of conductivity

Рис. 5. Зависимость энергии активации проводимости пленок In2O3  
от температуры начала охлаждения

Fig. 5. Dependence of the activation energy of the conductivity of In2O3 films  
on the temperature of the beginning of cooling
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Исключив n из выражений (2) и (3), можно получить следующее соотношение:

 ln ln
,

.G G e
aEa

0 03

2

0

0 99

4
= − α

πe e
 (4)

В соответствии с соотношением (4) зависимость энергии активации проводимости от предэкспонен-
циального множителя является линейной, что подтверждается результатами эксперимента (см. рис. 6). 

Формула (3) – отличительное соотношение для прыжкового электропереноса, поэтому линейная зави-
симость, представленная на рис. 6, однозначно подтверждает прыжковый механизм проводимости в тон-
ких пленках In2O3.

Таким образом, обнаруженный рост проводимости, связанный с уменьшением концентрации адсор-
бированного кислорода, обусловлен тем, что адсорбированный кислород представляет собой центры 
рассеяния носителей заряда, поэтому снижение его концентрации приводит как к увеличению подвиж-
ности носителей заряда, так и к смещению уровня Ферми в пленках In2O3, уменьшая тем самым энер-
гию активации проводимости. 

Отметим также, что обнаруженный эффект может иметь практическое применение при создании 
адсорбционно-резистивных сенсоров кислорода.

Заключение
Результаты исследования показывают, что взаимодействие адсорбированных частиц с пленкой In2O3 

приводит к образованию различных адсорбционных состояний, влияющих на электрофизические свойст ва 
пленки. Основным видом несобственных поверхностных состояний, оказывающих сильное влияние на 
электрофизические параметры пленок, являются состояния, обусловленные хемосорбцией кислорода. 
На данных поверхностных состояниях происходит локализация свободных электронов, что непосред-
ственно сказывается на параметрах электропереноса и термоэлектрических свойствах пленок. Кисло-
род, будучи акцептором электронов, хемосорбируется на поверхности оксидов в большинстве случаев 
в заряженной форме, т. е. создает в запрещенной зоне локальные уровни. Исходя из этого, одним из 
механизмов воздействия адсорбции газовых частиц на термоэлектрические свойства пленок может быть 
изменение концентрации или зарядовой формы адсорбированного кислорода. Обнаруженный рост про-
водимости, связанный с уменьшением концентрации адсорбированного кислорода, обусловлен тем, что 
адсорбированный кислород представляет собой центры рассеяния носителей заряда, и снижение его 
концентрации приводит к увеличению подвижности носителей заряда. 
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УДК 530.1

НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ ПЕРВИЧНЫХ ЧЕРНЫХ ДЫР  
В РАННЕЙ ВСЕЛЕННОЙ И ИНФЛЯЦИОННАЯ КОСМОЛОГИЯ

А. Э. ШАЛЫТ-МАРГОЛИН 1)

1)Институт ядерных проблем БГУ, ул. Бобруйская, 11, 220006, г. Минск, Беларусь

Первичные черные дыры могут возникнуть в ранней Вселенной независимо от того, какой космологический 
сценарий ее расширения (инфляционный, циклический или другой) реализуется. Однако само существование 
данных объектов может изменить основные параметры вышеуказанного сценария, если они возникают до начала 
его осуществления, т. е. в первые мгновения после Большого взрыва. В связи с этим исследование формирова-
ния и испарения первичных черных дыр является эффективным инструментом для изучения процессов в ранней 
Вселенной, в частности гравитационного коллапса, различных космологических моделей, а также физики высо-
ких энергий. В настоящее время такие черные дыры обычно исследуются в рамках полуклассической аппрокси-
мации, т. е. когда вторично квантованные поля материи рассматриваются на фоне классического пространства-
времени. Но так как энергии, при которых образуются первичные черные дыры, часто близки к планковским 
энергиям, подобное рассмотрение не может считаться удовлетворительным, поскольку в этом случае становятся 
существенными квантово-гравитационные эффекты. В работе показано, как порожденные данными эффектами 
квантово-гравитационные поправки учитываются в инфляционных космологических моделях, если в доинфля-
ционную эпоху возникают первичные черные дыры. Продемонстрировано, что в рамках справедливости обоб-
щенного принципа неопределенности эти поправки могут быть вычислены для всех основных инфляционных 
параметров, таких как масштабный фактор, параметр Хаббла, параметры медленного скатывания и др. 

Ключевые слова: первичные черные дыры; инфляционная космология; квантово-гравитационные поправки. 
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SOME ASPECTS OF PRIMARY BLACK HOLES  
IN THE EARLY UNIVERSE AND INFLATIONARY COSMOLOGY 

A. E. SHALYT-MARGOLIN a

aInstitute for Nuclear Problems, Belarusian State University,  
11 Babrujskaja Street, Minsk 220006, Belarus

Primary black holes can arise in the early Universe irrespective of what cosmological scenario of its expansion (infla-
tionary, cyclic or other) is realised. However, the very existence of these objects can change the basic parameters of the 
above scenario if they arise before the beginning of its realisation, i. e. in first moments after the Big Bang. Therefore, 
the investigation of the formation and evaporation of primary black holes is a powerful tool to study the processes 
in the early Universe, in particular, the gravitational collapse, various cosmological models, and also high energy physics. 
At present these black holes are studied most often within the semiclassical approximation, i. e. in the case when the se-
condary quantised fields of matter are considered against the classical space-time background. But since energies at which 
primary black holes arise often are close to Planckian energies, such consideration cannot be considered satisfactory, 
since in this case quantum-gravitational effects become essential. This paper demonstrates the ways to include the quan-
tum-gravitational corrections generated by this effects in inflationary cosmological models if primary black holes arise 
in the preinflationary epoch. It is shown that, due to the validity of the generalised uncrtainty principle, these corrections 
may be calculated for all the fundamental inflationary parameters, specifically, for the scale factor, Hubble parameter, 
slow roll parameters, etc. 
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Введение
В соответствии с современными представлениями наиболее высокие энергии, при которых должны 

проявляться физические законы, определяются планковскими энергиями EP ≈ 1019 ГэВ. Именно при этих 
энергиях существенную роль начинают играть квантово-гравитационные эффекты. Так, в работе [1] сфор-
мулирована гипотеза о том, что граница применимости известной квантовой теории поля [2] намного ниже 
планковской энергии EP . В публикациях [3; 4] эта гипотеза доказана в предположении, что пространствен-
но-временная (иначе квантовая) пена [5–10] при планковских масштабах состоит из микроскопических 
черных дыр (или квантовых черных дыр (КЧД)) с радиусом Шварцшильда, близким к планковской дли-
не lP (см., например, [9; 10]). Всюду далее предполагается, что пространственно-временная пена состоит 
из КЧД. 

Следует отметить, что для черной дыры большого размера квантово-гравитационные эффекты ис-
чезающе малы и поэтому, как правило, не учитываются при вычислении температуры, энтропии и дру-
гих параметров. Напротив, для КЧД указанные эффекты являются весьма существенными, ввиду чего 
обязательно должны учитываться в расчетах. 

Ясно, что в космологии, по крайней мере при очень высоких энергиях (близких к планковским), т. е. 
в ранней Вселенной, квантово-гравитационные эффекты также должны быть учтены в любом случае, 
независимо от того, осуществляется инфляционный сценарий или нет. Тогда эти эффекты могут по-
рождаться черными дырами малых размеров, и в частности КЧД. 

В данном случае можно считать эти черные дыры малых размеров первичными черными дыра-
ми (ПЧД) [11] и исследовать вопрос о том, как последние влияют на известные космологические па-
раметры в ранней Вселенной. В настоящей работе начато такое исследование в рамках инфляционной 
парадигмы. Показано, как учет квантово-гравитационных поправок для вышеуказанных черных дыр, 
возникающих в доинфляционную эпоху, может изменять основные параметры инфляции – масштабный 
фактор, параметр Хаббла, параметры медленного скатывания. 

Первичные черные дыры
Черные дыры, образующиеся в ранней Вселенной, называют первичными. Наиболее общим механиз-

мом формирования ПЧД является гравитационный коллапс материи высокой плотности, порожденный 
космологическими возмущениями, которые возникают, например, в процессе инфляции (но необязатель-
но) в ранней Вселенной [11]. Однако идея формирования ПЧД появилась намного раньше, чем первые 
инфляционные модели, в частности в работе [12] и независимо в статьях [13; 14]. 
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К настоящему времени в исследовании ПЧД получен ряд важных результатов, среди которых – до-
статочно точная оценка массы ПЧД M tH ( ), образующейся в течение времени t после Большого взры-
ва [15–17]:
 M t c t

G
t

H ( ) ≈ ≈ 





.−

3

15

23
10

10
 (1)

Из выражения (1) непосредственно следует, что ПЧД обладают широким спектром масс. В част-
ности, для планковского времени tP ≈ 10– 43 с ПЧД имеет планковскую массу M tH ( ) ≈ −

10
5 г, т. е. в этом 

случае квантово-гравитационные эффекты будут существенными. 
Установлено, что исследование формирования и испарения ПЧД является эффективным инструмен-

том для изучения процессов в ранней Вселенной, в частности гравитационного коллапса, различных 
космологических моделей, а также физики высоких энергий и квантовой гравитации. В последнем случае 
в квантово-гравитационной области образование устойчивых планковских остатков после испарения 
черных дыр может наложить важные ограничения на значения известных космологических параметров. 

Под КЧД понимаются шварцшильдовы черные дыры с радиусом горизонта событий и массой, близ-
кими к планковским: r = rqbh ∝ lP , m = mqbh ∝ MP [18]. Здесь и далее для обозначения параметров КЧД 
используется нижний индекс qbh (quantum black hole). 

Возникает естественный вопрос: «Как могут образовываться КЧД»? Первый и наиболее очевид-
ный путь формирования таких объектов – испарение большой (классической) черной дыры вследствие 
установ ленного С. Хокингом теплового излучения [19] и образования на финальном этапе этого ис-
парения устойчивого планковского остатка. Следует отметить, что все представленные в работе [19] 
вычисления справедливы лишь в рамках полуклассической аппроксимации, т. е. когда вторично кван-
тованные поля материи рассматриваются на фоне классического пространства-времени. Но финальная 
часть данного излучения осуществляется только при планковских масштабах, т. е. в области, где квантово-
гравитационные эффекты являются существенными и полуклассическая аппроксимация теряет силу. Как 
показано во многих работах, в этом случае может образоваться устойчивый планковский остаток [20; 31]. 

Однако в силу формулы (1) КЧД могут возникать в ранней Вселенной в качестве ПЧД в течение 
планковского времени t 

P ≈ 10– 43 с. Независимо от способа образования КЧД квантово- гравитационные 
эффекты для них являются существенными. 

Во всех случаях можно найти квантово-гравитационные поправки для основных характеристик чер-
ных дыр, которые для КЧД будут значительными. 

В частности, если при переходе к высоким (планковским) энергиям справедлив обобщенный прин-
цип неопределенности [21–23]
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то существуют нижние пределы для радиуса горизонта событий r = rmin и массы M = M0 черной 
дыры [23, formula (20)]: 
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где α, e – модельно-зависимые параметры первого порядка; rmin ∝ lP , M0 ∝ MP . 
В рамках обобщенного принципа неопределенности (2) квантовые (точнее, квантово-гравитацион-

ные) коррекции температуры излучения Хокинга черной дыры массой M имеют вид [23] 

 T
Ml e

M
M e

M
M e

M
MqH,

P



1

8
1

1

2

5

8

49

48
2

2

0

2

4

0

3

6

0

π
+ 





+ 





+ 





+ …








 ,  (4)

где первый член является лидирующим. 
Здесь и далее для скорости света c используется нормировка c = 1.
В случае применения этой нормировки для шварцшильдовых черных дыр имеет место формула [24]

 rBH = 2MG, (5)
где rBH = rM   –  радиус горизонта событий шварцшильдовой черной дыры. Тогда формула (4) может быть 
переписана в виде 
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Из формул (5) и (6) непосредственно следует, что для черных дыр с массой и радиусом горизонта собы-
тий, близкими к минимальным (M  M0, rM  rmin ), в частности для КЧД, следующие после лидирующего 
члены в суммах (4) и (6) также вносят существенный вклад в температуру TH, q и должны учитываться. 

Очевидно, что формулы (4) и (6) можно рассматривать как (квантово-гравитационную) деформацию 
температуры излучения Хокинга черной дыры T

MlH

P

= 1

8
2π

 в полуклассической аппроксимации [24] 
с параметром деформации 

 r
R A R A
min ,

2

2( ) ( ) α  (7)

где R A rM( ) =  – радиус горизонта событий черной дыры.
Следует отметить, что этот параметр деформации был введен ранее в работах [25; 26], когда изучалась 

высокоэнергетическая (при планковских масштабах) деформация квантовой механики в терминах дефор-
мированной квантово-механической матрицы плотности. Достоинством данного параметра является то, 
что он малый, безразмерный, и поэтому по нему удобно разлагать в ряд. 

Аналогичные результаты справедливы и при вычислении других величин, в частности энтропии 
черных дыр.

Инфляционная модель  
и ПЧД, возникающие в доинфляционную эпоху

Метрика шварцшильдовой черной дыры имеет вид [27] 
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При исследовании ранней Вселенной для ПЧД метрика Шварцшильда (8) заменяется метрикой 
Шварц шильда – де Ситтера [30], которой наделяются шварцшильдовы черные дыры с малым радиусом 
горизонта событий, возникающие в доинфляционную эпоху:

 ds f r dt dr
f r

r d2 2
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 Ω ,  (9)

где f r
r

rMG




( ) = −−1 2
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, r  – малая величина, а Λ – космологическая постоянная. 

Такая черная дыра в общем случае может иметь два горизонта, соответствующих двум разным нулям 
функции f r( ), – горизонт событий черной дыры и космологический горизонт. В частности, так будет, 
когда величина M является малой [28; 29], и это как раз рассматриваемый случай в силу формулы (1). 

Метрика (9) отличается от метрики (8) только членом Λ r 2

3
 в функции f r( ). Но согласно современ-

ным данным космологическая константа Λ исчезающе мала. Кроме того, мал радиус ПЧД r, следова-

тельно, число Λ r 2

3
 также мало. Таким образом, в этом случае метрики (8) и (9) с высокой точностью 

совпадают и из двух нулей функции f r( ) выбирается тот, который соответствует горизонту событий 
черной дыры. 

В общем случае в космологии, в частности инфляционной, метрика (9) записывается в терминах 
конформного времени η [30]: 
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 (H0 – параметр де Ситтера – Хаббла), масштабный фактор a есть функция конформ-
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r удовлетворяет условию r0 < r < ∞, а значение r0 = – µη в системе координат (10) соответствует сингу-
лярности черной дыры. 
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В силу формулы (5) µ может быть записано следующим образом: 

 µ = 





r HM 0

1

3

4
,  (12)

где r rM=  – радиус черной дыры с метрикой Шварцшильда – де Ситтера (9), который, как указано 
в начале раздела, с высокой точностью удовлетворяет условию (5) для шварцшильдовой черной дыры. 
Кроме того, предполагается, что исходная черная дыра, метрика которой удовлетворяет формуле (9), по 
размеру строго превосходит «минимальную» черную дыру (3) и находится в ее поле: 

rM > rmin, M > M0.
Однако µ из формулы (12) имеет такой вид только без учета квантово-гравитационных поправок. 

В работе [23] эти поправки были учтены для произвольной шварцшильдовой черной дыры в рамках 
справедливости обобщенного принципа неопределенности (2). В статьях [33; 34] оценено минималь-
ное приращение площади горизонта событий черной дыры, поглощающей частицу размером R с энер-
гией E: ∆( ) ( )A l ER

0

2
4 2

P
ln . В квантовом рассмотрении R ∼ 2δX и E ∼ δP из формулы (2). 

На основании этого результата в работе [23] было получено явное выражение для квантово-гравита-
ционной поправки (обозначенной через ∆( )A

0
) к площади горизонта событий любой шварцшильдовой 

черной дыры, если имеет место формула (2) [23, formula (27)]: 

 ∆( ) ≈ − −
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где A – площадь горизонта событий данной шварцшильдовой черной дыры; A X
0 0

2
4= ( )π δ  – площадь 

горизонта событий «минимальной» КЧД (3). Тогда, учитывая выражение (7), формулу (13) можно пере-
писать в виде 

 ∆( ) ≈ − −
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Выражение W e R A−
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1
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функции Ламберта W u( ), удовлетворяющей уравнению [23, formula (9); 35, formula (1.5)]

 W u e u uW( ) ( ) = .  (15)
Ясно, что для черной дыры большого размера с площадью горизонта событий A величина парамет-

ра деформации αR A( ) исчезающе мала и близка к нулю. В этом случае значение W e R A−
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1 α  тоже 

находится вблизи W 0( ). Легко видеть, что W 0 0( ) =  является явным решением уравнения (15). Тогда 
в правой части формулы (13) имеем

exp −
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и, следовательно, с высокой точностью 
 ∆( ) =A l

0

2
4 2
P
ln .  

Таким образом, для черных дыр большого размера, т. е. когда A  A0, величина поправки (14) будет 
очень мала, и ее можно не учитывать. 

Однако для шварцшильдовой черной дыры с малой площадью горизонта событий A величина αR A( ) 
является достаточно большой и приближается к единице, когда радиус горизонта событий r мал и бли-
зок к «минимальному» радиусу rmin из формулы (3). В этом случае учет поправки к площади горизонта 
событий (14) будет необходим. Он может играть существенную роль в вычислении скорректированных 
космологических параметров в ранней Вселенной. Очевидно, что квантово-гравитационная поправка 
вида (13) и (14) является квантовой деформацией полуклассической теории черных дыр в рамках опре-

деления, данного в работе [36], с параметром деформации 
A
A R A
0 = ( )α .

Стоит отметить, что в указанном случае предполагается справедливость обобщенного принципа не-
определенности (2), который устанавливает нижние пределы для радиуса горизонта событий и массы 
черной дыры (3). Но из этого условия не следует, что «минимальная» черная дыра с параметрами (3) 
обязательно существует.
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В силу того что шварцшильдова черная дыра с учетом квантово-гравитационной коррекции площади 
горизонта событий остается шварцшильдовой, т. е. 
 A A R A q+ ( ) = ( )∆

0

2
4π , ,  (16)

с использованием вышеприведенных формул можно найти R A q,( ) – значение радиуса горизонта со-
бытий с учетом квантово-гравитационной поправки (13).

Из формулы (16) получаем

 R A q A A R A l W e R A, ln exp( ) = ( ) + ( )( ) = ( ) ( ) + − −− −
(4 4 4 4 2
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Ясно, что малые черные дыры, для которых поправка (13) будет существенной, не обязательно явля-
ются КЧД, и их радиус горизонта событий rM может удовлетворять условию

rM > rqbh.
Если, как в работе [30], предположить, что в формуле (12) µ = const, то замена r R A r R A qM Mq

= ( )( ) → ( )( ) ,
r R A r R A qM Mq

= ( )( ) → ( )( ) ,  приводит к замене H0 → H0, q, удовлетворяющей условию 
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Так как потенциальная энергия инфляции V ϕ0( ) связана с начальным параметром Хаббла H0 урав-

нением Фридмана H
V
M0

2 0

2
3

=
( )ϕ

P

, то из формулы (18) получаем квантово-гравитационные поправки для 
V ϕ

0( ):
 V V M H

r
Mq q

Mq

ϕ ϕ µ
0 0

2

0

2
6

2

2
3

3

16
( ) → ( ) = =P P, .  

Аналогично в этом случае могут быть найдены квантово-гравитационные поправки ко всем остальным 
инфляционным параметрам. Так, поправка к масштабному фактору a η( ) (11) определяется по формуле

 a a
Hq

q
η η

η
η( ) → ( ) − <

1
0

0,

, ,  

поправка к параметру Хаббла H
a
a

η
η
η

( ) =
′( )
( )2  задается выражением

 H H
a

aq
q

q

→ =
′( )
( )
η

η2
,  (19)

а поправка к параметрам медленного скатывания, например, к  имеет вид [32] 

  = −






= −










� �
�H

H
H
Hq
q

q
2 2

.  (20)

Штрих в формуле (19) обозначает дифференцирование по η, а точка в формуле (20) – дифференциро-
вание по t. 

Условие   1 для медленного скатывания в инфляционном сценарии [32] в силу поправки (20) транс-
формируется в условие q  1, которое должно быть дополнительно исследовано для оценки границы 
r R A qMq

= ( ), ,  т. е. по сути границы параметра деформации αR A( ) из формул (14) и (17). 
Если учитывать процесс излучения шварцшильдовой ПЧД, то в силу вышеприведенных результатов 

в качестве ее начальной массы надо брать не M, а M
r

Gq
Mq=
2
. В общем случае процесс такого излучения 

в подавляющем большинстве работ, в частности в публикации [30], рассматривается только в рамках 
полуклассической аппроксимации (без учета квантово-гравитационных эффектов), и поэтому предпо-
лагается, что ПЧД может полностью испариться. 

Однако в исследуемом случае этого произойти не может в силу справедливости обобщенного прин-
ципа неопределенности (2) и формирования в результате испарения минимального (неисчезающего) 
планковского остатка (3) [31]. 
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Тогда можно получить оценку потери массы черной дыры при ее излучении, но уже с учетом квантово- 
гравитационной поправки из общих формул. Так, в рассматриваемом случае скорость потери массы 
черной дыры будет иметь вид [24]

 
dM
dt

T Aq
q Mq∼ σ H, ,

4  (21)

где TH, q – температура черной дыры массой Mq с учетом квантово-гравитационной поправки (4); 
AMq

 – площадь горизонта событий этой черной дыры ( ,A r R A qM Mq q
= = ( )4 42 2π π  из формулы (16)); 

σ π=
2 4

3 2
60

k
c

 – константа Стефана – Больцмана. 

Тогда формула (21) эквивалентна выражению [24, formula (10.1.19)]

 − ∼
















dM
dt

b M
M

M
t Nq

q

P P

P

2 2

,  (22)

где b ≈ 2,59 ⋅ 10– 6, а N – число видов частиц. Интегрируя уравнение (22) по выбранному промежутку 
времени, например по ∆ t = tinfl – t0, где t0 ≈ 10– 43 с (планковское время) и tinfl ≈ 10– 42 с (время начала 
инфляции), можно найти потерю массы черной дыры с учетом квантово-гравитационной поправки 
к моменту начала инфляции. 

Следует отметить, что ПЧД малого радиуса не могут образовываться в результате инфляции, а возникают 
только до начала инфляции или в самом ее начале. В частности, ПЧД, формируемые в конце инфляции, не 
могут быть квантовыми, так как инфляция накладывает условие на нижний предел спектра масс ПЧД [16; 17]: 

 M M M T
T
RH> =







−

min P

P

2

,  

где TRH – температура постинфляционного разогрева [32]; TP ≈ 1019 ГэВ – планковская температу-
ра. Из современной наблюдательной (экспериментальной) космологии непосредственно следует, что 
TRH ≈ 1016 ГэВ [16], но тогда Mmin ≈ 106 MP ≈ 10 г, так как MP ≈ 10–5 г. В этом случае M  Mqbh ≈ MP , 
следовательно, такая ПЧД не может быть квантовой. Таким образом, ПЧД малого радиуса в инфляцион-
ной космологии могут образовываться только в очень ранней Вcеленной, т. е. до начала инфляции или 
в самом ее начале.

Заключение
В настоящей статье продемонстрировано, как в явном виде могут быть вычислены квантово-гра-

витационные поправки к основным космологическим параметрам в инфляционном сценарии, порож-
денные ПЧД в доинфляционную эпоху (ранняя Вселенная). Из представленных формул непосредствен-
но следует, что для ПЧД малого радиуса эти поправки особенно велики, и потому они могут внести 
сущест венные коррекции в основные параметры инфляции. 

Несмотря на то что вывод вышеприведенных формул прост и непосредственно основан на кванто-
вой теории черных дыр, полученные результаты являются новыми и потенциально важными для ис-
следования процессов в ранней Вселенной. 

Новизна полученных результатов заключается в том, что до этого квантово-гравитационные эффек-
ты для ПЧД в рамках инфляционной космологии не учитывались, и ПЧД рассматривались в рамках 
полуклассической аппроксимации независимо от времени их возникновения. Однако, как показывают 
формулы (1) – (4) и (6), а также данные работ [9; 10; 20 –23], в очень ранние времена (близкие к план-
ковским) это будет уже неверным, и квантово-гравитационные поправки могут существенно сдвигать 
инфляционные параметры.

Согласно результатам, полученным в статье [3], квантовая теория поля [2] в предположениях дан-
ной работы имеет верхнюю границу применимости E, которая намного ниже планковской энергии 
( ).� �E EP  Очевидно, что квантово-гравитационные поправки, о которых шла речь выше, будут наибо-
лее существенны в интервале энергий E E E< ≤ P, т. е. в той области, где актуализируется минимальная 
длина (3) и теория перестает быть локальной.

Как известно, инфляционная космология характеризуется космологическими возмущениями различной 
природы (скалярными, векторными, тензорными [32; 37; 38]; векторные возмущения обычно не учитываются, 
так как они очень быстро спадают). Тогда из результатов настоящей статьи следует, что на ранней стадии 
инфляции должны быть учтены квантово-гравитационные поправки этих возмущений, порожденные ПЧД.
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9 апреля 2023 г. исполнилось 100 лет со дня рож-
дения советского и белорусского ученого-физика, 
доктора физико-математических наук, профессора, 
заслуженного работника народного образования 
Республики Беларусь Антона Антоновича Лабуды. 

А. А. Лабуда родился в 1923 г. в д. Бакуны Пру-
жанского района Брестской области (на территории 
Западной Белоруссии) в крестьянской семье. Его ро-
дители – трудолюбивые белорусы Антон Ульянович 
и Феодосия Прокоповна – сделали все, что от них 
зависело, чтобы дать сыну образование. Антон Ан-
тонович окончил четырехлетнюю сельскую школу 
и польскую общеобразовательную гимназию в Пру-
жанах, а после присоединения Западной Белоруссии 
к БССР учился в русской средней школе. А. А. Лабу-
да – участник Великой Отечественной вой ны. C 1944 
по 1945 г. он вое вал в Восточной Пруссии, затем 
в Маньчжурии в полковой разведке в составе 3-го Бе-
лорусского и Забайкальского фронтов. Награжден 
орденом Славы III степени, орденом Красной Звез-
ды, орденом Отечественной войны II степени и мно-
гими медалями, в том числе медалями «За взятие 
Кёнигсберга», «За победу над Германией в Великой 

Отечественной войне 1941–1945 гг.», «За победу над 
Японией». После демобилизации в 1947 г. работал 
учителем начальной школы, с отличием окончил 
пружанское педучилище. С 1949 по 1954 г. учился 
на физическом отделении физико-математического 
факультета БГУ, затем – в аспирантуре. C 1957 по 
2010 г. работал в БГУ, пройдя путь oт ассистента 
до профессора. В 1959 г. защитил кандидатскую 
диссертацию на тему «Исследование импульсного 
разряда через тонкую металлическую проволоч-
ку», а в 1988 г. – докторскую диссертацию на тему 
«Спектрально-оптическая диагностика плазмы для 
целей микроэлектроники». C 1960 по 1976 г. яв-
лялся заместителем декана физического факуль-
тета. В 1976 г. возглавил открывшийся факультет 
радиофизики и электроники, которым руководил до 
1980 г., затем с 1980 по 1992 г. заведовал кафедрой 
физической электроники, с 1992 г. занимал долж-
ность профессора этой кафедры. 

Областью научных интересов А. А. Лабуды яв-
лялись физика и диагностика газоразрядной плазмы 
и ее применение в электронике и микроэлектро-
нике. По инициативе Антона Антоновича в 1980 г. 
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Выдающиеся ученые
Outstanding Scientists 

создано учебно-научно-производственное объеди-
нение «БГУ – НПО “Интеграл”» и начата целевая 
подготовка специалистов по микроэлектронике для 
этого предприятия, затем здесь же был открыт фи-
лиал кафедры физической электроники. В 1988 г. 
при кафедре физической электроники организована 
научно-исследовательская лаборатория спектраль-
ного контроля в плазменной технологии, основате-
лем и научным руководителем которой являлся про-
фессор А. А. Лабуда. Разработанные в лаборатории 
системы спектрального контроля и автоматического 
управления неоднократно демонстрировались на 
Выставке достижений народного хозяйства СССР, 
международных и республиканских выставках, 
успешно использовались на многих отечественных 
и зарубежных предприятиях, а также в учебном 
процессе. 

А. А. Лабуда является автором более 230 науч-
ных публикаций, среди которых – изданные в со-
авторстве учебно-методические пособия к прак-
тикумам по физике полупроводниковых приборов, 
полупроводниковой электронике, микроэлектро-
нике, плазменной технологии в микроэлектронике, 
а также курсы лекций по физической микроэлектро-
нике, теоретическим основам радиотехники, ос-
новам радиоэлектроники. Антоном Антоновичем 
получены 10 авторских свидетельств на изобрете-
ния. Он подготовил 1 доктора и 6 кандидатов наук. 

На протяжении длительного времени А. А. Ла-
буда поддерживал тесное научное сотрудниче-

1Владимир Михайлович Борздов – доктор физико-математических наук, профессор; заведующий кафедрой физической 
элект роники и нанотехнологий факультета радиофизики и компьютерных технологий Белорусского государственного уни-
верситета.

Vladimir M. Borzdov, doctor of science (physics and mathematics), full professor; head of the department of physical electronics 
and nanotechnologies, faculty of radiophysics and computer technologies, Belarusian State University.

E-mail: borzdov@bsu.by

ство с учеными Софийского университета имени 
Климента Охридского (Болгария), Ягеллонского 
университета и Кошалинского технического уни-
верситета (Польша), Йенского университета име-
ни Фридриха Шиллера (Германия), неоднократно 
читал лекции за границей и выступал с докладами 
на международных конференциях. Он являлся чле-
ном оргкомитета Международной летней школы 
по плазменной инженерии поверхности в Коша-
лине, членом-корреспондентом Международного 
научного радиосоюза (Union Radio-Scientifique In-
lernationale, URSI) по разделу плазменных иссле-
дований, членом Польского вакуумного общества, 
входил в состав редколлегии журнала «Вакуумная 
техника и технология», а также в состав ученого со-
вета факультета радиофизики и электроники, спе-
циализированного совета по защите диссертаций. 

За многолетнюю плодотворную научно-педаго-
гическую и организационную деятельность в 1992 г. 
А. А. Лабуде присвоено почетное звание «Заслужен-
ный работник народного образования Республики 
Беларусь». Он был награжден грамотой Президиу-
ма Верховного Совета БССР, почетными грамотами 
Министерства высшего и среднего специального 
образования БССР и ректората БГУ, нагрудным 
знаком Министерства высшего и среднего специ-
ального образования СССР «За отличные успехи 
в работе». 

Умер А. А. Лабуда 8 апреля 2011 г.
В. М. Борздов1
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