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ЗАПИСЬ ОБЪЕМНЫХ ПРОПУСКАЮЩИХ ГОЛОГРАММ  
СИНГУЛЯРНЫХ ПУЧКОВ В ФОТОРЕФРАКТИВНОМ  

КРИСТАЛЛЕ СИЛИКАТА ВИСМУТА

СЕ ЧЖАО1), И. Г. ДАДЕНКОВ1), Е. А. МЕЛЬНИКОВА1), А. Л. ТОЛСТИК1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Аннотация. Разработка и совершенствование методов получения и детектирования оптических вихрей по-
зволяют расширить область их применения. В настоящей работе реализована импульсная запись динамических 
голограмм сингулярных пучков в фоторефрактивном кристалле силиката висмута. На представленной эксперимен-
тальной установке записывались пропускающие объемные динамические голограммы с использованием широкого 
спектрального диапазона для восстановления голографического изображения. В качестве источника сингулярного 
пучка применялась объемная статическая голограмма, записанная в слое фотополимера. Восстановление записанной 
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голограммы осуществлялось с помощью непрерывного лазера с другой длиной волны, что позволило пространст-
венно разделить записывающий и восстанавливающий пучки. Также был реализован интерференционный метод 
определения топологического заряда оптического вихря с использованием прошедшего и восстановленного лучей.

Ключевые слова: голография; фоторефрактивные кристаллы; оптические вихри; силикат висмута; интерферен-
ционная картина.

Благодарность. Работа выполнена в рамках государственной исследовательской программы «Фотоника и элек-
троника для инноваций» и при финансовой поддержке Китайского национального фонда обучения за рубежом.

RECORDING OF A VOLUME TRANSMITTING VORTEX HOLOGRAM  
IN A PHOTOREFRACTIVE CRYSTAL OF BISMUTH SILICATE

XIE ZHAOa, I. G. DADENKOV a, E. A. MELNIKOVAa, A. L. TOLSTIK a

aBelarusian State University, 4 Niezaliezhnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus
Corresponding author: I. G. Dadenkov (dadenkov.ivan@gmail.com)

Abstract. Recent breakthroughs in vortex beam research, characterised by structured beams bearing orbital angular 
momentum, have significantly transformed various applications of beams. These advancements have notably impacted 
fields such as advanced optical manipulation, high capacity optical communications, and super-resolution imaging. Un-
doubtedly, the development and refinement of generation and detection techniques for vortex beams play pivotal roles in 
enabling and enhancing their applications. In this work, pulsed recording of dynamic holograms of singular beams in photo-
refractive bismuth silicate crystals is realised. The experimental setup presented in this work is based on the recor ding of 
transmissive volume dynamic holograms, which allows us to use a wide spectral range to reconstruct the holo graphic image. 
A volumetric static hologram recorded in a photopolymer layer was used as a singular beam source. The restoration of the 
recorded hologram was realised using a continuous laser with a different wavelength, which allowed the recording and 
restoring beams to be spatially separated. An interference method for determining the topological charge of an optical 
vortex from the transmitted and restored beams was also realised.

Keywords: holography; photorefractive crystals; optical vortices; bismuth silicate; interference pattern.
Acknowledgements. The work was carried out within the framework of the state research programme «Photonics and 

electronics for innovation» and with the financial support of the National Study Abroad Fund of China. 

Introduction
Singular dynamic holography represents a novel advancement in the field of dynamic holography, particular ly 

distinguished by its utilisation of light beams characterised by phase singularities, commonly referred to as optical 
vortices. A defining characteristic of these singular beams is the presence of specific points known as screw dislo-
cations on the wave front. At these points, the light’s intensity drops to zero, and the phase becomes undefined. 
An interesting phenomenon occurs when one traverses around a screw dislocation in the beam’s cross section: 
the phase undergoes a change by an amount of 2πl. Here, l denotes the topological charge, a crucial parameter 
in this context. Screw dislocations can be categorised based on the sign of l into positi ve (right-handed) or 
negative (left-handed) dislocations. One of the remarkable attributes of singular light beams is their ability to 
conserve their topological charge as they propagate. Despite the inevitable diffraction divergence, which affects 
the beam [1– 4]. 

Photorefractive crystals, known for their nonlinear electro-optic properties, are highly effective for real-time 
capture of volume phase holograms [5]. These materials play a crucial role in the architecture of holographic 
storage solutions. Their unique capabilities make them ideal for a range of applications, including adaptive 
interferometry, associative memory systems, optical image enhancement, as well as data archiving and manipu-
lation. The holographic recording process in these crystals relies on the spatial reallocation of charges under the 
influence of light rays, interacting with various impurity and defect centers that possess distinct properties [6; 7]. 

Singular optics and generation
Singular optics focuses on the exploration of wave field vortices and phase singularities, along with their 

inherent topological properties. These singularities, also known as optical vortices, are characterised by a zero 
intensity at their core, rendering the phase undefined. This phenomenon is often referred to as a «phase defect», 
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where the light’s phase exhibits a 2π spiral pattern around the beam’s central axis during coherent transmis-
sion, a common occurrence in wave propagation [8].

The so-called vortex beam is a beam with a continuous spiral phase. In other words, the wavefront of the 
beam is neither flat nor spherical, but vortex-like with singularity. The vortex beam has a propagating property 
of cylindrical symmetry. In the center of this beam is observed a dark spot, exhibiting zero light intensity and 
maintaining this level of intensity throughout the propagation process. The phase wavefront of the vortex beam 
is distributed in a spiral shape, so the wave vector has an azimuth term, and it rotates around the vortex center. 
And precisely because of this rotation, the light wave carries orbital angular momentum.

In 1992, L. Allen and his colleagues [9] showed that a Laguerre – Gaussian beam can have a spiral phase 
structure, which has a significant orbital angular momentum per photon. In the center of this spiral phase there 
is a singularity, since the phase here is indeterminate, and the field amplitude also disappears so that a «black 
center beam» is formed at the center of the light wave. This revealed new understanding of the relationship 
between macroscopic optics and quantum effects. The complex amplitude of a singular light beam propagating 
along the axis z, can be written in the following form:

 E r A r
r

r
r

il
l

, exp ,� �� � � �
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�

�
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�

�
��
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, x, y are Decart coordinates of a point in the cross section of a singular beam of radius r0 
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�arctg
y
x  is an azimuthal angle; l is a topolo-

gical charge. Computer modelling of the optical vortex propagation profile is shown in fig. 1, b.

Interference methods are widely used to determine the topological charge of an optical vortex. They involve 
the observation of special interference patterns when an optical vortex interferes with other waves. For exam-
ple, when an optical vortex and a plane wave interfere, a characteristic fork is observed in the interference pat-
tern (fig. 2, a). The light field intensity distribution of the interference pattern of an optical vortex and a plane 
wave can be described by the following formula:
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Various methods can be used to produce optical vortices. One of them involves the use of in-cavity mold 
selection, where the Laguerre – Gaussian beam, a common example of a phase vortex beam, is generated in 
a cylindrically symmetric stable resonator. This is achieved by combining an associated Laguerre polynomial 
with a Gaussian distribution, and by fine-tuning the resonator’s components, such as the cavity mirrors, to pro-
duce the desired Laguerre – Gaussian output.

Another innovative approach is the development of digital lasers, which represent a departure from con-
ventional lasers that typically produce a single mode [10]. To access different modes in traditional setups, 
adjustments to the resonator’s parameters are necessary. However, digital lasers, which have emerged in recent 
years, enable the generation of any desired laser mode, including vortex beams, without the need for structu-
ral mo difications to the resonant cavity. This is accomplished through computer control, where varying electri cal 
in puts dictate the laser’s output, allowing for the creation of optical vortices.

Fig. 1. Photo of the vortex beam (a)  
and the result of numerical modelling of the singular beam profile (b)
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Application a spiral phase plate (vortex lens) is an effective method for creating a vortex beam, charac-
terised by its helical wavefront. This is achieved by transforming the wavefront of a standard Gaussian beam 
into a helical shape. By using a phase modulation device that imparts varying phase delays at different angular 
positions θ, the planar wavefront is reshaped into a helical form. A spiral phase plate, a type of optical element, 
facilitates this transformation [11].

Another approach involves the use of a fork-shaped grating (see fig. 2, а), a diffractive element with a specific 
fork-like profile. As a Gaussian beam pass this grating, in the diffraction pattern in the first order direction in 
the far field a vortex beam is formed. The topological charge of the vortex beam is determined by the number 
of grating splits. Due to their ease of fabrication and cost-effectiveness, fork-shaped gratings are widely used 
for vortex beam generation [12]. The simplest method of obtaining such a fork-shaped grating is to record a static 
hologram, which is formed as a result of interference of singular and plane waves. Such a hologram was used in 
the paper to obtain an optical vortex. 

Photorefractive crystals
Photorefractive crystals are a class of nonlinear electro-optic materials known for its ability to dynamically 

record volume holograms. Their significance lies in their application within holographic storage solutions, playing 
a pivotal role in the development of advanced optical systems. These materials are integral to a wide are used 
in range of technologies including adaptive interferometry, associative memory systems, optical amp lification, 
and the field of holographic recording and data management. The underlying mechanism of hologram formation 
within photorefractive crystals revolves around the spatial redistribution of electric charges under the in fluence 
of the light field in the interference pattern. This redistribution occurs between different parts of the crystal, as 
a result of which they acquire different optical properties under the action of the light field. Notable examples 
of photorefractive materials include lithium niobate (LiNbO3), barium titanate (BaTiO3), bismuth silicon oxi-
de (BSO), and bismuth germanium oxide (BGO) [13]. 

The focus of this study is recording holograms of singular beams in sillenite-type photorefractive crystals. 
Sillenites have garnered significant attention in the photorefractive domain due to their exceptional sensiti vity 
and minimal energy requirements for pulse recording ∼1–10 mJ ⋅ cm–2 [14; 15]. In sillenite crystals, the photo-
refractive effect arises from the activity of both electrons and holes, contributing to the demonstration of two types 
of photoconductivity. Although electron-driven conductivity predominates, the presence of hole migra tion 
tem pers the resultant space charge field from the electron grating, leading to a dynamic equilibrium between 
the two types of charge carriers.

Experimental setup and results
To study the processes of recording dynamic holograms in photorefractive crystals, an experimental setup 

was assembled, the scheme of which is shown in the fig. 3. The second harmonic of pulsed Nd : YAG laser 1 
with wavelength λ = 532 nm and a pulse duration of 20 ns was used as a recording source. Then the laser radiation 
is divided into two identical beams by a semi-transparent mirror 8. A plate 9 with an already recorded hologram of 
a singular beam in photopolymer was placed on the path of one of the beams. Mirror 3 directed the reconstructed 
singular beam to the crystal as a signal beam. Another beam from semi-transmitting mirror 8 was also directed to 
the crystal by mirror 4 as a reference wave. As a result of interference of these beams in the crystal a hologram 
was formed.

The resulting hologram was reconstructed using a continuous helium-neon laser 11. To determine the topo-
logical charge, both the transmitted and diffracted beams of this laser were used in the interference scheme. 

Fig. 2. Photography of the interference pattern of beams recording the hologram (a),  
beams restoring the hologram (b) and computer modelling (c)
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This scheme includes mirrors 6 and 7 as well as a dividing cube 13. To equalise the intensities of the waves 
involved in the interference, a neutral light filter 12 was installed on the path of the passed wave. The obtained 
interfe rence pattern was recorded using camera 14.

Figure 1 shows images of the singular beam, which was used as a signal wave for recording the pulse holo-
gram and the result of numerical modelling of the singular beam profile. As can be seen from the figure, the 
obtained beam has a «doughnut-like» of the spatial intensity distribution with a minimum in the center, which 
is characteristic of an optical vortex. 

The interference of an optical vortex and a plane wave in a bismuth silicate crystal resulted in the recording of 
the interference pattern shown in fig. 2, a, with a characteristic «fork». The obtained hologram can be reconstruc-
ted by helium-neon laser radiation by selecting the correct angle of incidence of radiation according to the Bragg 
condition. As a result of diffraction, we form a diffracted beam, which is an optical vortex. Further, the clas sical 
interference scheme of topological charge determination is used by determining the number of splits (additional 
lines) and the direction of the «fork». Figure 2, b, shows the interference pattern of the past and diffracted beam 
of the helium-neon laser. As you can see, the number of splits and their direction coincides with the topological 
charge of the fork-like diffraction structure used to record the grating in the crystal.

Conclusions
To record and recover singular dynamic holograms in photorefractive bismuth silicate crystals, we have deve-

loped an experimental scheme involving the use of a pulsed laser for record hologram and continuous laser light for 
its reconstruction. A static hologram, which is a fork-like diffraction grating was used as the source of the optical 
vortex. When light passes through it, an optical vortex propagates in the direction of the first order of diffraction. 
After reconstruction of the obtained dynamic hologram of the singular beam, two beams (the passed and the recon-
structed beams) were observed at the crystal exit. These beams were brought together and an interference pat tern 
with a characteristic fork was recorded on the CD camera. A distinctive feature of this scheme is the use of the 
passed beam as a plane wave source for the interference analyses of the topological charge of the optical vortex. 
As many photorefractive crystals have optical activity, the use of two passing beams can compensate the effect of 
optical activity and obtain a high quality interference pattern with a high visibility value.
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КЛАССИФИКАЦИЯ ГЕОГРАФИЧЕСКОГО ПРОИСХОЖДЕНИЯ  
ЛЕКАРСТВЕННЫХ ТРАВ С ПОМОЩЬЮ МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКОГО  

СПЕКТРАЛЬНОГО АНАЛИЗА

П. С. КОЛОДОЧКА1), М. А. ХОДАСЕВИЧ1)

1)Институт физики им. Б. И. Степанова НАН Беларуси,  
пр. Независимости, 68, 220072, г. Минск, Беларусь

Аннотация. На примере ромашки аптечной, изготовленной в России и Беларуси, проведена классификация 
географического происхождения и производителя лекарственных трав методами многопараметрического анализа 
спектров оптической плотности 70 % спиртовых настоек в диапазоне длин волн 230–2600 нм. Для построения 
классификационных моделей применялись метод главных компонент, метод построения деревьев классификации 
и ме тод выбора спектральных переменных. Метод главных компонент позволяет существенно уменьшить размер-
ность пространства признаков, в котором осуществляется построение деревьев классификации. Максимальное 
количество рассматриваемых главных компонент ограничено величиной 10, что дает возможность описать более 
0,999 общей дисперсии измеренных спектров. Деревья классификации при проведении десятикратной кросс-
валидации идентифицируют страну происхождения образцов в четырехмерном пространстве и производителя 
в трехмерном пространстве главных компонент широкополосных спектров оптической плотности с точностью 
более 0,93. Ранжирование спектральных переменных в порядке уменьшения модуля среднего отклонения оптиче-
ской плотности от усредненной величины позволяет повысить точность классификационных моделей. Достоверная 
классификация географического происхождения ромашки аптечной достигается в пространстве главных компонент 
20 из 2623 переменных, имеющихся в широкополосных спектрах. Точность классификации производителя была 
повышена до 0,94 за счет выбора 14 спектральных переменных.

Ключевые слова: спектральный анализ; метод главных компонент; дерево классификации; выбор спектраль-
ных переменных; лекарственное растительное сырье.
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OF MEDICINAL HERBS USING MULTIVARIATE SPECTRAL ANALYSIS
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Abstract. Classification of the geographical origin and manufacturer of medicinal herbs was carried out by multivariate 
analysis of the optical density spectra of 70 % alcohol tinctures in the wavelength range 230–2600 nm using the example 
of chamomile from Russia and Belarus. Principal component analysis, classification and regression tree method, and 
spectral variable selection were used to build the models. The principal component analysis allows one to significantly 
reduce the dimension of the feature space. Classification and regression trees are being constructed in it. The maximum 
number of principal components considered is limited to 10, which made it possible to describe more than 0.999 of the 
total dispersion of the measured spectra. Classification and regression trees with tenfold cross-validation classify the country 
of origin of samples in a four-dimensional space and the manufacturer in a three-dimensional space of the principal compo-
nents of broadband optical density spectra with an accuracy of more than 0.93. Ranking the spectral variables in decreasing 
order of the absolute value of the average deviation of optical density from the average value made it possible to improve the 
accuracy of classification models. A reliable classification of the geographical origin of chamomile is achieved in the space 
of principal components of 20 variables out of 2623 available in the broadband spectra. The manufacturer’s classification 
accuracy was improved to 0.94 by selecting 14 spectral variables.

Keywords: spectral analysis; principal component analysis; classification and regression tree; spectral va riable selec-
tion; medicinal herbs.

Введение
Широкое использование лекарственного растительного сырья (ЛРС) на протяжении многих сто-

летий является основой народной медицины. Научные исследования ЛРС ограничены отсутствием 
общепринятой исследовательской методологии для оценки нетрадиционной медицины [1]. Для опре-
деления качества и подлинности ЛРС при качественном и количественном анализе отдельных трав 
или многокомпонентных препаратов, как правило, используются один или два фармакологически 
активных компонента. Такая оценка не дает полного представления о ЛРС, поскольку за терапевти-
ческий эффект может отвечать множество активных компонентов, которые трудно или невозможно 
разделить. Кроме того, набор и содержание химических компонентов, входящих в состав ЛРС, могут 
варьироваться в зависимости от сезона сбора, географического происхождения, процессов заготовки 
и многих других факторов. В связи с этим для идентификации ЛРС можно использовать «отпечаток 
пальца» [2] – характерный профиль, который отражает сложный химический состав анализируемого 
образца и может быть получен с помощью хроматографических, спектроскопических или иных ме-
тодов. Этот профиль должен характеризоваться фундаментальными признаками сходства и различия. 
С помощью «отпечатков пальцев» можно с некоторой вероятностью определять подлинность ЛРС 
и идентифицировать его [3–5], даже если набор и (или) концентрации характерных компонентов от-
личаются для разных образцов. 

Целью проводимого исследования являются разработка модели классификации, основанной на при-
менении «отпечатков пальцев» в ультрафиолетовой, видимой и ближней инфракрасной абсорбционной 
спектроскопии с использованием метода главных компонент ( principal component analysis, PCA) и метода 
построения деревьев классификации (classification and regression tree, CART), для определения геогра-
фического происхождения и производителя ЛРС на примере ромашки аптечной и повышение точности 
классификации с помощью выбора спектральных переменных.

Материалы и методы исследования
Спектры оптической плотности 70 % спиртовых настоек образцов ромашки аптечной были зарегистриро-

ваны на спектрофотометре Shimadzu UV-3101PC (Япония) со спектральной шириной щели 1 нм в диапазоне 
длин волн 230–480 нм с шагом 0,5 нм и в диапазоне длин волн 480–2600 нм с шагом 1 нм. Выбранная 
ширина щели на порядок меньше характерных ширин особенностей спектров рассматриваемых объек-
тов. Для проведения исследований использовалась ромашка аптечная двух производителей из Беларуси 
(Могилёвская и Витебская области; суммарно 38 образцов) и двух производителей из России (Тверь 
и Алтайский край; суммарно 35 образцов).
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В качестве метода исследований применялась оптическая абсорбционная спектроскопия, объектами 
исследования являлись спиртоводные настойки лекарственного сырья. Для анализа спектров использо-
вались методы PCA [6] и CART [7]. 

В данном исследовании метод PCA применяется для анализа информации, выявления выбросов 
и уменьшения размерности пространства признаков, в котором будет проводиться классификация об-
разцов. Вместо исходного множества спектральных переменных набор данных может быть описан с ис-
пользованием небольшого количества главных компонент без значительной потери данных. Подробно 
основы метода PCA изложены в статье [8].

В настоящей работе дерево классификации строится в пространстве найденных главных компо-
нент [9–12]. Используется следующий наиболее часто встречающийся алгоритм реализации метода CART. 
В пространстве главных компонент все образцы разбиваются на две группы различным образом. Далее 
выбирается вариант разбиения, при котором максимальное количество образцов одного класса попадают 
в одну группу (это первый узел дерева). Дальнейшее разбиение продолжается подобным образом до 
тех пор, пока не будет достигнуто ограничивающее условие. В данном случае таким условием является 
ухудшение точности классификационной модели при проведении десятикратной кросс-валидации.

Результаты и их обсуждение
Перед применением метода PCA выполнялась предварительная обработка спектров посредством 

цент рирования. После этого проводилось уменьшение размерности матрицы исходных данных 
(2623 спектральных переменных) с помощью PCA. На этапе применения PCA учитывается избы-
точное количество главных компонент, ограниченное величиной 10. На рис. 1 показано, что 10 глав-
ных компонент описывают 0,999 2 общей дисперсии данных. На этапе построения классификационных 
мо делей выбираются компоненты, которые являются наиболее значимыми для определения страны 
происхождения и производителя лекарственного средства. Ниже показано, что количество таких ком-
понент не превышает 5.

На рис. 2 изображены счета в пространстве наиболее информативных первой (PC1) и второй (PC2) 
главных компонент, которые суммарно описывают более 0,96 дисперсии данных. Видно, что на двумер-
ном графике два образца ЛРС одного из российских производителей попадают в кластеры, состоящие 
из продукции других производителей. При этом с точки зрения определения страны происхождения зна-
чимым является попадание в кластеры, состоящие из продукции белорусских производителей. Попада-
ние обозначенного кружком образца в кластер продукции, обозначенной звездочкой, не сказывается на 
точности определения страны происхождения, а существенно только при определении региона произ-
водства в пределах одной страны.

Рис. 1. Объясненная дисперсия спектров  
оптической плотности 73 настоек ромашки аптечной  

в зависимости от количества главных компонент
Fig. 1. Explained dispersion  

of the optical density spectra of 73 chamomile tinctures  
depending on the number of principal components
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Классификационное дерево было построено на основе полученных 10 главных компонент с приме-
нением десятикратной кросс-валидации. Оно представлено на рис. 3. Точность определения географи-
ческого происхождения ромашки аптечной составила более 0,93.

Из рис. 3 видно, что для построения модели использовались только первая (PC1), вторая (PC2), чет-
вертая (PC4) и пятая (PC5) главные компоненты. Можно сделать вывод о том, что именно они несут 
в себе информацию, наиболее полезную для классификации географического происхождения рассмат-
риваемого ЛРС методом CART в пространстве главных компонент широкополосных спектров оптиче-
ской плотности 70 % спиртовых настоек. В пространстве тех же главных компонент была построена 
модель CART для классификации ромашки аптечной по производителю (рис. 4), точность которой при 
десятикратной кросс-валидации превышает 0,93.

Классификационное дерево для определения производителя ромашки аптечной может также выполнять 
функцию определения географического происхождения образцов. Модели на рис. 3 и 4 показывают вариа-
тивность классификационных деревьев: различные модели могут характеризоваться одинаковой точностью. 
Однако классификация географического происхождения ромашки аптечной является более универсальной, 
поскольку не ограничена четырьмя производителями, но требует дополнительной валидации.

Рис. 2. Счета спектров оптической плотности настоек ромашки аптечной  
в пространстве первой и второй главных компонент  

(РФ1, РФ2 – российские производители; РБ1, РБ2 – белорусские производители)
Fig. 2. First and second principal components scores  
of the optical density spectra of chamomile tinctures 

(РФ1, РФ2 – Russian manufacturers; РБ1, РБ2 – Belarusian manufacturers)

Рис. 3. Классификационное дерево для определения страны происхождения  
ромашки аптечной (1 – Россия; 2 – Беларусь)

Fig. 3. Classification tree for determining the country origin  
of chamomile (1 – Russia; 2 – Belarus)
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Для повышения точности классификации ко всему спектральному диапазону был применен метод 
выбора спектральных переменных по значению модуля среднего по всем образцам отклонения оптиче-
ской плотности от усредненной величины (рис. 5). Количество выбранных спектральных переменных 
должно превышать количество рассматриваемых главных компонент. По этой причине метод PCA был 
реализован для пространств спектральных переменных размерности от 11 до 2623, т. е. от 11 спектраль-
ных переменных, характеризующихся наибольшими величинами сортирующего параметра, до всего 
измеренного спектра в диапазоне длин волн 230–2600 нм, который был упорядочен по убыванию модуля 
среднего отклонения оптической плотности от усредненной величины.

Существенно возросшие потребности вычислительных ресурсов, по сравнению с классификацией 
по широкополосным спектрам, привели к ограничению размерности пространства главных компонент 
для построения классификационного дерева величиной не более 3. Классификационные модели были 

Рис. 5. Модуль среднего отклонения оптической плотности  
от усредненной величины (график черного цвета),  

спектры оптической плотности 70 % спиртовых настоек  
образцов ромашки аптечной и выбранные для проведения классификации страны  

происхождения 20 спектральных переменных (вертикальные линии)
Fig. 5. Absolute value of the average deviation  

of optical density from the average value (black graph),  
optical density spectra of 70 % alcohol tinctures  

of chamomile samples and 20 spectral variables (vertical lines)  
selected for country origin classification

Рис. 4. Классификационное дерево для определения производителя ромашки аптечной
Fig. 4. Classification tree for determining the manufacturer of chamomile
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разработаны для всех комбинаций 3 из 10 главных компонент, построенных в пространствах выбирае-
мых спектральных переменных. Таким образом, одновременно решались две задачи. Первая задача 
заключалась в выборе спектральных переменных из их упорядоченного множества и построении де-
сятимерного пространства главных компонент. Вторая задача состояла в построении калибровочной 
модели максимальной точности в пространстве главных компонент размерности не более 3 из 10 рас-
сматриваемых главных компонент. На рис. 5 представлены выбранные для построения оптимальной 
модели 20 спектральных переменных вместе со спектрами оптической плотности случайных образцов 
ромашки аптечной из каждой группы. Дерево, наиболее точно классифицирующее географическое про-
исхождение данного ЛРС, представлено на рис. 6. Классификационное дерево в двумерном пространстве 
третьей (PC3) и четвертой (PC4) главных компонент, построенном по 20 выбранным спектральным пере-
менным, характеризуется достоверностью классификации рассмотренных образцов ромашки аптечной 
при проведении десятикратной кросс-валидации. 

Аналогичный метод выбора спектральных переменных был применен и для улучшения модели клас-
сификации ромашки аптечной по производителю. Наилучшая точность (более 0,94) была достигнута 
в пространстве второй (PC2), третьей (PC3) и пятой (PC5) главных компонент (рис. 7) при выборе 14 спек-
тральных переменных (рис. 8). В этом случае удалось добиться незначительного повышения точности 
классификации. Такая особенность согласуется с более высокой сложностью задачи классификации 
производителя по сравнению с задачей классификации географического происхождения.

Рис. 6. Классификационное дерево  
для определения страны происхождения  

ромашки аптечной (1 – Россия; 2 – Беларусь)  
с выбором спектральных переменных
Fig. 6. Classification tree for determining  

the country origin of chamomile (1 – Russia; 2 – Belarus)  
with spectral variable selection

Рис. 7. Классификационное дерево для определения производителя ромашки аптечной
Fig. 7. Classification tree for determining the manufacturer of chamomile
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Заключение
В работе продемонстрированы возможности применения методов многопараметрического анализа для 

построения моделей классификации географического происхождения и производителя ЛРС по спектрам 
оптической плотности спиртовых настоек. 

Использование метода выбора спектральных переменных по уменьшению модуля средней по всем об-
разцам величины разброса оптической плотности для построения маломерного пространства главных ком-
понент и применения в нем методов кластерного анализа позволило достичь достоверной классификации 
образцов ромашки аптечной российского и белорусского производства. Достигнутая точность определения 
производителя данного лекарственного сырья составила 0,94, что достаточно для практического применения.
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Рис. 8. Модуль среднего отклонения оптической плотности  
от усредненной величины (график черного цвета), спектры оптической плотности  
70 % спиртовых настоек образцов ромашки аптечной и выбранные для проведения  
классификации производителя 14 спектральных переменных (вертикальные линии)

Fig. 8. Absolute value of the average deviation  
of optical density from the average value (black graph), optical density spectra  

of 70 % alcohol tinctures of chamomile samples and 14 spectral variables (vertical lines)  
selected for manufacturer classification



17

О б р а з е ц   ц и т и р о в а н и я:
Евсейчик МА, Хорошко ЛС, Гаглоева ДИ, Хубежов СА, 
Баглов АВ, Макоед ИИ, Маматкулов ШИ, Печерская МД, 
Якимчук ДВ. Синтез и фотокаталитическая активность гетеро-
структур TiO2 / Ti. Журнал Белорусского государственного 
университета. Физика. 2024;3:17–24.
EDN: RJKHKS

F o r  c i t a t i o n:
Yauseichyk MA, Khoroshko LS, Gagloeva DI, Khubezhov SA, 
Baglov AV, Makoed II, Mamatkulov ShI, Pecherskaya MD, 
Yakimchuk DV. Synthesis and photocatalytic activity of TiO2 / Ti 
heterostructures. Journal of the Belarusian State University. 
Physics. 2024;3:17–24. Russian.
EDN: RJKHKS

Сведения об авторах см. на с. 24. Information about the authors see p. 24.

Евсейчик М. А., Хорошко Л. С., Гаглоева Д. И., Хубе-
жов С. А., Баглов А. В., Макоед И. И., Маматкулов Ш. И., 
Печерская М. Д., Якимчук Д. В. Синтез и фотокаталити-
ческая активность гетероструктур TiO2 / Ti 17

Yauseichyk M. A., Khoroshko L. S., Gagloeva D. I., Khu-
bezhov S. A., Baglov A. V., Makoed I. I., Mamatkulov Sh. I., 
Pecherskaya M. D., Yakimchuk D. V. Synthesis and photocat-
alytic activity of TiO2 / Ti heterostructures 24

УДК 54.057 + 542.973 + 544.526.2 + 535.243.2

СИНТЕЗ И ФОТОКАТАЛИТИЧЕСКАЯ АКТИВНОСТЬ  
ГЕТЕРОСТРУКТУР TiO2 /

 Ti

М. А. ЕВСЕЙЧИК1), Л. С. ХОРОШКО1), 2), Д. И. ГАГЛОЕВА3),  
С. А. ХУБЕЖОВ4), А. В. БАГЛОВ1), 2), И. И. МАКОЕД 5),  

Ш. И. МАМАТКУЛОВ6), М. Д. ПЕЧЕРСКАЯ 6), Д. В. ЯКИМЧУК7)

1)Белорусский государственный университет информатики и радиоэлектроники,  
ул. П. Бровки, 6, 220013, г. Минск, Беларусь 

2)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь 
3)СевероОсетинский государственный университет им. К. Л. Хетагурова,  

ул. Ватутина, 44–46, 362025, г. Владикавказ, Россия 
4)Центр инноваций и развития  

Харбинского инженерного университета, 266000, г. Циндао, Китай 
5)Брестский государственный университет им. А. С. Пушкина,  

бул. Космонавтов, 21, 224016, г. Брест, Беларусь 
6)Институт материаловедения научнопроизводственного объединения  

«Физика – Солнце» Академии наук Республики Узбекистан, 
ул. Чингиза Айтматова, 2б, 100084, г. Ташкент, Узбекистан 

7)Научнопрактический центр НАН Беларуси по материаловедению,  
ул. П. Бровки, 19, 220072, г. Минск, Беларусь

Аннотация. Методом химического структурирования с последующим отжигом на основе титановой фольги 
получена гетероструктура TiO2 / Ti с развитой сетчато-игольчатой поверхностью, сформированной квазиупорядо-
ченно пересекающимися нанонитями диоксида титана со средней толщиной 55 нм. По результатам рентгеновского 
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дифракционного анализа и спектроскопии комбинационного рассеяния света установлено образование на поверх-
ности титановой фольги после химической и последующей термической обработки тонкого структурированного 
оксидного слоя, состоящего из смеси полиморфных модификаций TiO2 – анатаза и рутила, причем анатаз является 
доминирующей фазой. Фотокаталитическая активность гетероструктуры TiO2 / Ti в отношении модельного загряз-
нителя метиленового синего в водном растворе при активации УФ-излучением (365 нм) приводит к деградации 
9 % красителя в течение 50 мин, что является высоким показателем для тонких пленок. Полученные структуриро-
ванные фотокаталитически активные слои диоксида титана могут применяться в портативных устройствах очистки 
воды и воздуха, а также благодаря высокоразвитой поверхности могут стать основой для сенсорных устройств 
и плазмонных материалов.

Ключевые слова: наноструктуры; диоксид титана; фотокатализ; функциональные наноматериалы.
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Abstract. The heterostructure TiO2 / Ti with developed surface based on titanium foil was obtained by the chemical 
structuring and subsequent annealing. The surface of heterostructure formed by the quasi-ordered massive consists of 
nano wires with average diameter about 55 nm. According to the results of X-ray diffraction analysis and Raman spectro-
scopy, the formation of a thin structured oxide layer consisting of a mixture of polymorphic modifications of TiO2 – anatase 
and rutile – on the surface was established herewith anatase-dominated. The photocatalytic activity of the heterostructure 
TiO2 / Ti against the model pollutant methylene blue in aqueous solution under UV-irradiation (365 nm) activation has 
been established at 9 % in 50 min, which is a good value for thin films. The obtained structured photocatalytically active 
titanium dioxide layers can be used in portable water and air purification devices and, due to the highly developed surface, 
become the basis for sensor devices and materials for plasmonics.

Keywords: nanostructures; titanium dioxide; photocatalysis; functional nanomaterials.
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Введение
Диоксид титана TiO2 на протяжении многих лет является одним из самых популярных и активно 

исследуемых материалов для гетерогенного фотокатализа [1–7]. Фотокаталитически активные материа-
лы на основе диоксида титана отличаются сравнительной простотой технологии получения, вариатив-
ностью форм-фактора (порошковые и иммобилизованные катализаторы, наноструктурированный ди-
оксид титана в виде нитей, столбиков и т. д.), а также наличием антибактериальной активности [6–8]. 
Среди полиморфных модификаций TiO2 наиболее высокую эффективность разложения поллютантов 



19

Наноматериалы и нанотехнологии
Nanomaterials and Nanotechnologies

демонстрируют анатаз и рутил, характеризующиеся оптической шириной запрещенной зоны 3,0 и 3,2 эВ 
соответственно [1; 9; 10]. Брукит используется реже ввиду более сложной процедуры синтеза и стаби-
лизации кристаллической фазы [2]. Главными недостатками диоксида титана как типичного широко-
зонного полупроводника являются его слабая чувствительность к видимому излучению и необходимость 
активации УФ-излучением. Повышение фотокаталитической активности материалов на основе диоксида 
титана может осуществляться как с помощью легирования для сенсибилизации к видимому излучению, 
так и за счет формирования высокоразвитой наноструктурированной поверхности, получение которой 
возможно химическими методами и сочетанием химических и термических методик. 

Целью данной работы является исследование морфологии и фотокаталитической активности тон-
ких слоев диоксида титана, получаемых на титановой фольге, путем сочетания методов химического 
и термического окисления. 

Материалы и методы исследования
Диоксид титана на поверхности титановой фольги ВТ1-0 (ГОСТ 19807-91) получали двухстадий-

ным методом (рис. 1). На первой стадии предварительно очищенную в 10 % растворе азотной кислоты 
фольгу термохимически окисляли в кипящем растворе пероксида водорода (30 %) в течение 10 мин, на 
второй стадии проводили отжиг образцов на воздухе при температуре 550 °С в течение 30 мин.

Морфологию полученных структур исследовали с применением сканирующей электронной микроско-
пии (СЭМ) на микроскопе EVO10 (Carl Zeiss, Германия). Определение толщин нанонитей осуществляли 
с использованием программы ImageJ, статистический анализ проводили средствами пакета MS Excel. 
Фазовый состав оксидного слоя определяли методом рентгеновской дифракции (РД) на дифрактометре 
Maxima_X XRD-7000 (Shimadzu, Япония) с источником характеристического рентгеновского излучения 
Cu Kα (λ = 1,540 6 Å). Запись данных производили в геометрии Брэгга – Брентано (θ – 2θ) с шагом 0,01° 
при обзорном исследовании и c шагом 0,005° при детальном изучении. Исследования методом рама-
новской спектроскопии (комбинационного рассеяния света (КРС)) проводили на зондовой нанолабора-
тории «ИНТЕГРА Спектра» (ООО «НТ-MДТ», Россия) с красным лазерным источником возбуждения 
(λ = 633 нм, P = 1 мВт).

Каталитическую активность структур определяли по изменению концентрации тестового загряз-
нителя – органического красителя метиленового синего (C16 H18 N3SCl) – после воздействия на него 
УФ-излучения в присутствии образца TiO2 / Ti и в отсутствие образца TiO2 / Ti. Изменение концентрации 
оценивали по снижению интенсивности основного пика поглощения метиленового синего в водном рас-
творе, которую определяли с помощью двухлучевого спектрофотометра Evolution 300 UV-Vis (Thermo 
Electron Scientific Instruments LLC, США) с разрешением 1 нм. Спектры регистрировали в диапазоне длин 
волн 400–800 нм со скоростью сканирования 1200 нм/мин. Концентрация красителя в исходном раство-
ре составляла 5 ⋅ 10–7 моль/л, реакционный объем раствора составлял 2 мл. В процессе исследования 
растворы в кварцевых кюветах помещали под УФ-источник (лампа Omnilux UV 400W E-40 (Германия), 
λ = 365 нм), спектры регистрировали каждые 10 мин. Для установления адсорбционного равновесия 
образцы выдерживали в тестовом растворе при темновом режиме (т. е. в условиях минимизации воз-
действия оптического излучения) в течение 30 мин. 

Рис. 1. Схематическое изображение этапов получения образцов TiO2 / Ti:  
a – химическое окисление образца в 30 % растворе пероксида водорода;  

б – термическое окисление на воздухе при 550 °С
Fig. 1. Schematic representation of the stages of obtaining TiO2 / Ti samples:  

a – chemical oxidation of the sample in a 30 % solution of hydrogen peroxide;  
b – thermal oxidation in air at 550 °C
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Результаты и их обсуждение
Сочетание химической и термической обработки способствует более эффективному окислению ти-

тана, достаточно устойчивого к внешним воздействиям, за счет термостимулированного формирования 
поверхностного слоя оксида-дигидроксида титана TiO(OH)2, который, в свою очередь, при дальнейшей 
термической обработке разрушается с образованием целевого оксида. На рис. 2, а – в, представлены 
изображения поверхности структуры TiO2 / Ti, полученные СЭМ-методом при различном увеличении. 
Данные изображения свидетельствуют о выраженном сетчато-игольчатом наноструктурированном релье-
фе оксидного слоя по всей поверхности образца, при большем увеличении также наблюдается форми-
рование квазипериодической структуры (см. рис. 2, в). 

Наблюдаемый развитый поверхностный рельеф, который характеризуется игольчатой морфологией 
и квазиупорядоченной сетчатой структурой, состоящей из пересекающихся нанонитей, формируется за 
счет неравномерности диффузионных процессов, свойственной поверхности титановой фольги. Так, для 
высокочистого (99,99 %) титана и для титановых сплавов, включая используемый в настоящей работе 
сплав, характерны некоторые особенности начальных стадий термического окисления, проводимого при 
температурах ниже температур, соответствующих фазовому переходу в самом металле (800–900 °С). 
При стандартных условиях нагревания титана на воздухе окислительные процессы, приводящие к утолще-
нию оксидного покрытия, начинают протекать при температурах выше 600 °С [11–14]. Слой естественного 
рентгеноаморфного оксида толщиной несколько нанометров (3 нм), который по соотношению титана 
и кислорода близок к соотношению титана и кислорода, содержащихся в TiO2 [11; 15], образуется на по-
верхности титана при комнатной температуре (20 °С). В случае повышения температуры увеличивается 
скорость диффузии кислорода в титане, при этом его концентрация растет в основном в приповерхност-
ном слое, сокращаясь на границе раздела оксид – металл, что способствует быстрому торможению и пре-
кращению процесса термического окисления при отсутствии внешних влияющих факторов (дальней шее 
повышение температуры или давления кислорода в реакционной камере). Толщины таких слоев не 
превышают обычно 100–200 нм [12; 14; 16]. Предварительная химическая обработка, включаю щая на-
сыщение поверхности титана кислородом с образованием аморфных оксидов и гидроксидов, способна 
увеличить толщину термически окисляемого слоя на поверхности металлического титана в несколько 
раз. В частности, реакция титана с перекисью водорода начинается уже при комнатной температуре 
с образованием перекиси-дигидроксида [13]:

Ti + 3Н2О2 = Ti(ОH)2О2 + 2Н2О.
В свою очередь, полученное соединение при нагревании разлагается с формированием оксида, а до-

полнительное оксидирование поверхности способствует увеличению толщины образующегося оксида. 
В нашем эксперименте, исходя из количества раствора (250 мл) и площади фольги (5 × 5 × 2 см), при 
температуре около 115 °С и при допущении, что все возможные объемы реагентов вступили в реакцию за 
указанное время, объем полученной перекиси-гидроксида в пересчете на диоксид титана соответствует 

Рис. 2. СЭМ-изображения поверхности TiO2 / Ti, полученные при увеличении ×7000 (а), ×15 000 (б ) и ×65 000 (в),  
и распределение толщин нанонитей оксидного слоя на поверхности титана (г)

Fig. 2. SEM images of the TiO2 / Ti surface obtained at the magnifications ×7000 (a), ×15 000 (b) and ×65 000 (c),  
and thickness distribution of nanowires of oxide layer on the titanium surface (d )
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толщине окисленного слоя около 200 нм1. Кроме того, взаимодействие титана с водным раствором перок-
сида водорода при повышенной температуре способствует дополнительному формированию на поверх-
ности фольги ряда аморфных оксидных соединений титана TixOy , которые при дальнейшем отжиге на 
воздухе доокисляются в устойчивые формы TiO2, причем различие коэффициентов теплового расшире-
ния в ряду оксидов титана приводит к образованию дополнительно развитого рельефа поверхности 2 [13]. 
Таким образом, исходя из режимов химического и термического окисления, толщина оксида в рассмат-
риваемом случае не превышает 500 нм, более точная инструментальная оценка толщины слоя TiO2 на 
данном этапе не осуществлялась, она является одной из целей дальнейших исследований.

Проведенный статистический анализ толщин нанонитей на случайно выбранных 30 участках фоль-
ги размером 15 × 10 мм (количество нанонитей на каждом участке равнялось (500 ± 5) шт.) показал, 
что толщины подчиняются нормальному закону распределения. Среднее значение толщины нанонитей 
составляет (55,68 ± 0,96) нм для 95 % доверительного интервала по Стьюденту, медианное значение – 
(54,06 ± 0,96) нм. Близость среднего и медианного значений толщин нанонитей свидетельствует о хо-
рошей однородности процесса оксидирования используемой фольги при заданных режимах синтеза 
и применимости метода двухстадийного химико-термического окисления для получения нанострукту-
рированных пленок TiO2.

По результатам РД-анализа поверхностный слой структуры TiO2 / Ti состоит из смеси фаз анатаза 
и рутила (рефлексы в области значений 2θ равны 25° (JCPDS 71-1167) и 27,5° (JCPDS 75-1753) соответ-
ственно (вставка на рис. 3, a)). Соотношение пиков, полученных для титановой подложки (см. рис. 3, a, 
JCPDS 44-1294) и оксидного слоя, также свидетельствует о малой толщине формируемого TiO2. 

Учитывая свидетельства низкого количества содержания оксидной фазы на поверхности образца, 
а также отсутствие на дифрактограмме всех рефлексов анатаза, кроме рефлекса (101), для уточнения 
фазового состава оксидного слоя и подтверждения наличия именно данной полиморфной модифика-

Рис. 3. Дифрактограмма гетероструктуры TiO2 / Ti  
(на вставке представлена дифрактограмма, полученная с шагом 0,005°) (а)  

и спектры КРС TiO2 / Ti (б )
Fig. 3. Diffractogram of TiO2 / Ti heterostructure  

(on the insert, a diffractogram obtained with increments of 0.005° is presented) (a)  
and Raman spectra of the heterostructure TiO2 / Ti (b)
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ции вещества были проведены исследования с применением КРС-спектроскопии (рис. 3, б ). В спектре 
КРС отчетливо видны пики с максимумами 145; 395; 514 и 642 см–1, соответствующие колебательным 
модам структурной модификации TiO2 типа анатаза с пространственной группой I41/amd [17]. Об-
ласть 200–400 см–1 характеризуется отсутствием колебательных линий с интенсивностью, сопоставимой 
с выше указанными пиками, что свидетельствует об отсутствии в образце фазы брукита. Более того, 
отсутствие в спектре КРС пиков, связанных со структурой рутила, а также невысокая интенсивность 
связанных с данной структурой линий на дифрактограмме (см. рис. 3, а) позволяют сделать вывод о зна-
чительном преобладании фазы анатаза над фазой рутила в поверхностном слое образца.

Исследование спектров поглощения растворов метиленового синего после УФ-облучения в присут-
ствии гетероструктуры TiO2 / Ti показывает снижение интенсивности максимума основного пика по-
глощения на длине волны 664 нм, а также выравнивание дополнительного пика на длине волны 615 нм 
(рис. 4, а), что свидетельствует о деградации красителя в присутствии фотокатализатора в течение вре-
мени экспонирования. 

Рис. 4. Эволюция спектров поглощения метиленового синего в водном растворе (5 ⋅ 10–7 моль/л)  
под действием УФ (λ = 365 нм) в присутствии образцов TiO2 / Ti (а);  

кинетика разложения метиленового синего при экспонировании  
УФ-излучением (λ = 365 нм) в присутствии образцов TiO2 / Ti (б );  

эффективность разложения тестового загрязнителя с течением времени экспонирования (в)
Fig. 4. Evolution of the absorption spectra of methylene blue in the aqueous solution  

under the UV-irradiation (λ = 365 nm) in the presence of the TiO2 / Ti samples (a);  
kinetic of photocatalytic destruction of methylene blue in the aqueous solution  

under the UV-irradiation (λ = 365 nm) in the presence of the TiO2 / Ti samples (b);  
efficiency of decomposition of the test pollutant over the irradiation time (c)
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Кроме того, наблюдается смещение максимума поглощения метиленового синего при длительном облу-
чении, что связано с последовательным деметилированием, деаминированием и последующим окислением 
исходных молекул метиленового синего (более подробно механизм деколоризации (фотодеструкции) 
метиленового синего описан в [18]). Влияния адсорбции красителя структурой TiO2 / Ti на концентра-
цию исходного раствора инструментально не зарегистрировано по причине малых толщин оксидного 
слоя, изменение концентрации красителя после темновой выдержки в течение 10–30 мин не достигало 
величины более 0,1 %, ввиду чего данные по темновой адсорбции на графиках не приводятся. 

За время УФ-облучения структур TiO2 / Ti в течение 50 мин разложению подвергается порядка 9 % кра-
сителя (рис. 4, б и в), что в сочетании с малыми значениями площади (64 мм2) и толщины (∼400–500 нм) 
свидетельствует о достаточно высокой фотокаталитической активности исследуемых тонкопленочных 
образцов, сопоставимой с фотокаталитической активностью пленочных фотокатализаторов, получае-
мых золь-гель методом [19; 20].

Заключение
Используемое при синтезе структур TiO2 / Ti сочетание химического и термического воздействия по-

зволило сформировать на поверхности титановой фольги слой диоксида титана толщиной до 500 нм, 
характеризующийся высокой степенью неоднородности и комбинированным фазовым составом, что 
подтверждается результатами РД-анализа и КРС-спектроскопии. Полученная двухстадийным химико-
термическим окислением гетероструктура TiO2 / Ti имеет развитый рельеф поверхности, представляющий 
собой квазиупорядоченную сетчатую структуру с характерными размерами нанонитей около 55 нм. 
Гетероструктуры демонстрируют высокую фотокаталитическую активность в отношении тестового 
загрязнителя – органического красителя метиленового синего в водном растворе. Через 50 мин экспо-
нирования УФ-излучением (λ = 365 нм) раствора метиленового синего (исходная концентрация краси-
теля 5 ⋅ 10–7 моль/л) в присутствии структуры TiO2 / Ti отмечается снижение концентрации красителя по 
сравнению с исходным раствором на 9 %. Полученные структуры TiO2 / Ti могут быть интересны для 
создания не только эффективных тонкопленочных фотокатализаторов, включая системы для проточных 
реакторов и портативных устройств, но и приложений плазмоники, поверхностно-усиленной раманов-
ской спектроскопии, а также систем мониторинга концентраций молекул и протекания химических 
реакций [21–23]. Задачей дальнейших исследований является создание на основе TiO2 / Ti гетерострук-
тур, содержащих оксидные и металлические наночастицы, способствующие сенсибилизации структур 
к излучению видимого диапазона.
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Аннотация. При тестировании научной аппаратуры «Видеоспектральная система», разработанной для использо-
вания в рамках космического эксперимента «Ураган» на российском сегменте Международной космической станции, 
обнаружена проблема двоения изображения (возникновения призраков). Установлено, что данный эффект обусловлен 
особенностями оптической схемы аппаратуры: изображение формируется на приемной мат рице в отраженном от 
светоделительной пластины свете. Предложен программный метод коррекции призраков на изображениях, и оценена 
его эффективность. Построена первичная модель формирования призраков на изображении. По результатам иссле-
дования возникновения призраков на снимках, полученных научной аппаратурой «Видеоспектральная система» при 
съемке коллимированного излучения точечного источника на оптическом стенде, определены более сложные законы 
пространственного формирования призраков по сравнению с первичной моделью, которые уточнены в новой модели. 
Совмещение разработанной пространственно-яркостной модели формирования призраков и рекурсивного метода их кор-
рекции позволило устранить призраки с изображений, получаемых научной аппаратурой «Видеоспектральная система».

Ключевые слова: двукратное отражение; паразитное отражение; призраки; светоделитель; обработка изобра-
жений; программная коррекция.
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Abstract. When testing the scientific equipment «Videospectral system», developed for use as part of the space ex-
pe riment «Uragan» on the Russian segment of the International Space Station, a problem of double image (ghosts) was 
discove red. It has been established that this effect is due to the peculiarities of the optical design of the equipment: the ima ge 
is formed on the matrix in light reflected from the beam splitter plate. A software method for correcting ghosts in images is 
proposed and its effectiveness is assessed. A primary model for the formation of ghosts in the image has been construc ted. 
Based on the results of a study of the appearance of ghosts in images obtained by the scientific equipment «Videospect-
ral sys tem» when shooting collimated radiation from a point source on an optical stand, more complex laws of the spa tial 
for mation of ghosts were determined, in comparison with the primary model, which were clarified in the new model. 
The combination of the developed spatial-brightness model for the formation of ghosts and the recursive method of their 
correction made it possible to eliminate ghosts from images obtained by the scientific equipment «Videospectral system».

Keywords: double reflection; parasitic reflection; ghosts; beam splitter; image processing; software correction.
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Введение
При использовании оптических систем со светоделителем возникает проблема двукратного отра-

жения от его граней (рис. 1), что приводит к появлению двоящегося изображения ( ghost ref ection). 
Для формирующегося паразитного изображения в данной работе 
используется термин «призрак». Визуально фотоснимок с при-
зраками представляет собой двоящееся изображение, в котором 
одна компонента четкая и яркая (I0 ), а другая, паразитная, менее 
интенсивная (Ig) (см. рис. 1). 

На текущий момент существует возможность аппаратного устра-
нения двукратного отражения путем применения особых оптических 
схем – тонкопленочных просветляющих покрытий, светоделитель-
ного куба. Так, в работе [1] в качестве светоделительного элемента 
предложено использовать клин с небольшим углом, таким, чтобы па-
дающее излучение, отражающееся от второй грани, претерпевало 
полное внутреннее отражение и оставалось внутри клина. Однако 
по добное решение работает только в случае с квазипараллельным 

Рис. 1. Явление двукратного отражения  
от граней светоделителя

Fig. 1. The phenomenon of double reflection  
from the edges of the beam splitter
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пучком. Кроме того, отсутствует прошедший пучок, который может использоваться (как, например, 
в рассматриваемом приборе). Известны решения1 с применением тонких пленок на основе нитроцел-
люлозной мембраны. Из-за небольшой толщины пленки (около 2 мкм) призрак практически сливается 
с оригинальным отражением. Но описанное решение не может использоваться в оптической аппаратуре, 
подверженной вибрации, ввиду чувствительности пленки к акустическим колебаниям. В литературе 
описано применение светоделительного куба, однако он имеет проблему множественных отражений.

Любой из описанных аппаратных методов решения проблемы двукратного отражения накладывает 
ограничения на геометрию оптической системы. В силу этого перспективными являются методы про-
граммной коррекции, ставшие возможными с ростом производительности компьютеров. 

Существующие методы устранения отражений делятся на три категории в зависимости от типа вход-
ных данных, используемых для создания скорректированных изображений без призраков: 1) коррек-
цию по одиночному изображению [2–5]; 2) коррекцию по нескольким изображениям [6–8]; 3) удаление 
мульти модального отражения [9; 10].

В работе [2] используется база данных с так называемыми естественными участками изображений. 
Предложенный в публикации [3] алгоритм основывается на классификации пикселов краев объектов. 
В статье [6] используются несколько изображений, снятых с коротким временным интервалом. В ра-
боте [7] несколько изображений с отражениями корректируются с помощью алгоритма на основе рас-
ширенного множителя Лагранжа. Примененный в публикации [8] подход использует тонкие изменения 
в отражении относительно фона в небольшом наборе изображений, полученных с немного различающихся 
точек обзора. В работе [9] используются данные датчиков, которые имеют два фотодиода на пиксел, 
для получения двух субапертурных изображений сцены из одного снятого изображения. В статье [10] 
описывается коррекция изображений, снятых пленоптической камерой.

Имеются работы, посвященные созданию физической модели отражения от полупрозрачной среды 
с учетом поляризации прошедшего и отраженного излучения [11]. Предлагаются методы на основе алго-
ритмов глубокого обучения [12], требующие существенных компьютерных мощностей. Хорошие резуль-
таты показывает алгоритм, использующий модель гауссовой смеси (Gaussian mixture model,  GMM) [5]. 
Данный метод является универсальным и не требует предварительных лабораторных измерений. Однако 
время обработки одного изображения размером 400 × 600 пк занимает 22 мин при использовании 22 ядер 
процессора. Если предположить, что сложность алгоритма линейно зависит от числа пикселов, то для 
больших изображений (100 Mпк) время коррекции составит 120 ч. Вместе с тем зависимость может быть 
не только линейной, но и более высокого порядка. Представленные выше алгоритмы описывают другую 
геометрию, когда фотографирование объекта происходит через полупрозрачный материал (например, 
окно). В настоящей работе рассматривается случай, когда прибор регистрирует паразитную сдвинутую 
копию исходного объекта из-за особенностей своей оптической схемы. По этой причине был предложен 
собственный метод коррекции призраков на изображениях. 

Аппаратура и получение экспериментальных данных
Дистанционное зондирование Земли (ДЗЗ) в современном мире все больше проникает в разные сферы 

деятельности человека. Сельское хозяйство, геодезия, картографирование, мониторинг состояния поверх-
ности Земли, Мирового океана и атмосферы – основные, но не единственные области применения ДЗЗ. 

Одной из задач космического эксперимента (КЭ) «Ураган» [13–17], который проводится на борту 
российского сегмента Международной космической станции (РС МКС), является отработка научной 
аппаратуры и методов изучения Земли. Наибольшее внимание в КЭ «Ураган» уделяется наблюдению за 
потенциально опасными и катастрофическими явлениями, возникающими на Земле. Для изучения объек-
тов и явлений на поверхности Земли и в ее атмосфере применяются разные виды научной аппаратуры, 
в том числе приборы, работающие в различных областях спектра электромагнитного излучения. По этой 
причине для реализации КЭ «Ураган» создается и используется научная аппаратура, способная работать 
в различных спектральных диапазонах, что позволяет комплексно исследовать изучаемые в рамках экс-
перимента объекты и явления. Обнаружение какого-либо фактора в исследуемом явлении или процессе 
любым из используемых в КЭ «Ураган» приборов может сигнализировать о начале важного, иногда 
даже катастрофического, события на Земле. Одним из приборов спектральной съемки является научная 
аппаратура «Видеоспектральная система» (НА «ВСС») [18], которая была разработана Институтом при-
кладных физических проблем имени А. Н. Севченко БГУ по техническому заданию Ракетно-космической 
корпорации «Энергия» имени С. П. Королева в рамках выполнения государственного контракта. Улуч-
шенная модификация НА «ВСС», отличающаяся бóльшим разрешением фотоснимка и рассматриваемая 
в данной работе, доставлена на борт РС МКС в мае 2023 г. Постановщиком КЭ «Ураган» (Ракетно-кос-
мическая корпорация «Энергия» имени С. П. Королева) в 2023 г. в ходе тестовых включений НА «ВСС» 

1Pellicle beamsplitters // Edmund Optics, Ltd. : website. York, 2024. URL: https://www.edmundoptics.eu/f/pellicle-beamsplitters/ 
12443/ (date of access: 10.01.2024).
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выполнена съемка международных полигонов сети RadCalNet в целях верификации данных. В рамках 
государственного контракта совместно с разработчиком (Институт прикладных физических проблем 
имени А. Н. Севченко БГУ) проведен анализ полученных данных. 

НА «ВСС» предназначена для проведения научно-прикладных исследований в ходе КЭ «Ура-
ган» [19] с бор та РС МКС. Она представляет собой устройство, позволяющее получать фотоизображе-
ния (11 600 × 8700 пк) в видимом диапазоне длин волн и более 270 спектров отраженного излучения 
подстилающих поверхностей трех спектрометров в диапазоне 400–950 нм с разрешением 2–5 нм.

Особенностью НА «ВСС» является используемая соосная схема (рис. 2): с помощью светоделителя 
(плоскопараллельная полупрозрачная пластина 4 из стекла марки К8 толщиной 8 мм, расположенная 
под углом 45° к оптической оси и имеющая интерференционное покрытие для отражения 20 % излу-
чения в представленной геометрии) световой поток, спроецированный объективом 1–3, разделяется на 
два потока. Один из них проецируется на приемную матрицу 5 блока изображений, а другой исполь-
зуется для формирования трех областей спектрометрирования матричных спектрометров 7–11. Приме-
нение светоделителя приводит к возникновению эффекта двоящегося изображения на получаемых фото-
снимках, так как световой поток отражается не только от передней, но и от задней грани светоделителя.

На рис. 3 показано изображение контрольной миры, полученное c помощью НА «ВСС». Невоору-
женным глазом видно двоящееся изображение: темные линии миры дублируются и накладываются на 
однотонный фон с некоторым смещением вверх.

Рис. 2. Упрощенная оптическая схема НА «ВСС»: 
1 – входной объектив; 2 – электромеханический затвор; 3 – конвертер;  

4 – плоскопараллельная полупрозрачная пластина узла светоделителя; 5 – цветная приемная матрица;  
6 – цифровой адаптер (задник); 7 – вторая плоскость изображения; 8 – световоды;  

9 – входные щели полихроматоров; 10 – вогнутые голографические решетки;  
11 – приемные матрицы полихроматоров

Fig. 2. Simplified optical design of the scientific equipment «Videospectral system» (SE «VSS»): 
1 – input lens; 2 – electromechanical shutter; 3 – converter;  

4 – plane-parallel translucent plate of the beam splitter assembly; 5 – color photodetector matrix;  
6 – digital adapter (back); 7 – second image plane; 8 – light guides;  

9 – entrance slits of polychromators; 10 – concave hologram gratings;  
11 – receiving matrices of polychromators

Рис. 3. Полученный НА «BCC» фотоснимок тестовой миры  
с паразитным изображением (призраком)

Fig. 3. The image of a test target  
with a ghost reflection taken by SE «VSS»



29

Оптическая обработка информации
Optical Data Processing

Модели формирования и коррекции призраков
Первичная модель формирования призраков. Ниже представлена упрощенная модель форми-

рования призраков в описанной геометрии. Основную идею модели можно изложить, рассмотрев 
процесс формирования итогового изображения, регистрируемого фотокамерой. Часть падающего на 
переднюю грань полупрозрачной пластины (светоделителя) светового пучка отражается в направлении 
приемной матрицы фотокамеры и формирует на ней изображение. Часть светового пучка проходит сквозь 
светоделитель, отражается от его задней грани и выходит через переднюю грань в сторону приемной  
мат рицы, где формируется паразитное изображение. Таким образом, итоговое изображение на прием - 
ной матрице является результатом сложения (по интенсивностям) двух изображений. Эти два изображения  
(в первом приближении) геометрически сдвинуты друг относительно друга на постоянную величину d, 
опреде ляемую толщиной светоделителя. Основной вклад в итоговое изображение дает изображение, полу-
ченное при отражении от передней грани. После коррекции его необходимо оставить, убрав из итогового 
изображения компоненту, сформированную отражением от задней грани светоделителя. Изображение, 
полученное в результате отражения от передней грани, будем называть неискаженным изображением, изо- 
бражение, полученное в результате отражения от задней грани, – изображением-призраком, а итоговое 
изображение, регистрируемое фотокамерой, – искаженным изображением. Неискаженное изо бражение 
и изображение-призрак отличаются только двумя параметрами – интенсивностью (первое ярче второ-
го) и конс тантным сдвигом друг относительно друга. 

На рис. 4 смоделировано искаженное изображение, регистрируемое приемной матрицей фотокамеры 
при съемке светлого круга на темном фоне (см. рис. 4, а) или темного круга на светлом фоне (см. рис. 4, б ). 
Более контрастный круг 1 (неискаженное изображение) возникает из-за отражения светового пучка 
от передней грани светоделителя, а менее контрастный круг 2 (искаженное изображение) является 
результатом отражения от задней грани. Данное смоделированное изображение (см. рис. 4, б ) анало-
гично реальному изображению тестовой миры с черными полосами и их призраками, полученному 
НА «BCC» (см. рис. 3).

Рассмотрим процессы отражения, происходящие на светоделителе (рис. 5). Схема отображена в при-
ближении, что падающий на светоделитель световой пучок является параллельным (в действительности 
он сходящийся от объектива), а отражение от задней грани происходит лишь однократно (дальнейшее 
рассмотрение отражений нецелесообразно ввиду их очень слабого влияния). Для удобства восприятия 
ход двух разных световых лучей, падающих на светоделитель, обозначен красным и синим цветом. 
Представим интенсивность падающего луча в виде слагаемых I0 и It , где I0 – интенсивность луча, 
который будет полностью (суммарно от передней и задней граней) отражен от светоделителя; It – ин-
тенсивность луча, который пройдет через светоделитель (поглощением светоделителя пренебрегаем). 
Интенсивность светового луча, отраженного от передней грани светоделителя, можно представить в виде 

Рис. 4. Смоделированное искаженное изображение на приемной матрице,  
полученное при съемке круга в результате отражения светового пучка  

от передней (1) и задней (2) граней полупрозрачной пластины: 
а – изображение светлого круга на темном фоне;  
б – изображение темного круга на светлом фоне

Fig. 4. Simulated distorted circle image on the matrix, as a result of the light beam reflection  
from the front (1) and back (2) edges of the translucent plate:  

a – image of a light circle on a dark background;  
b – image of a dark circle on a light background
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1 0�� �p I , а интенсивность светового луча, отраженного от задней грани, – в виде pI
0
. Сумма этих двух 

интенсивностей равна I0, а параметр p лежит в диапазоне от 0 до 1. Параметр p можно интерпретировать 
как отношение интенсивности отраженного от задней грани излучения ко всей интенсивности отраженного 
излучения. Рассмотрим формирование значения интенсивности конкретного пиксела на приемной матрице. 
Синий световой луч отражается от передней грани светоделителя и падает на пиксел с координатами x y,� � 
в приемной матрице фотокамеры. Красный световой луч в результате отражения от задней грани также 
попадает в пиксел x y, .� �  Таким образом, интенсивность излучения I, падающего на пиксел x y,� � при-
емной матрицы, состоит из интенсивности отраженного от передней грани луча («неискаженного» пиксе-
ла) и интенсивности отраженного от задней грани луча («призрачного» пиксела). Красный световой луч 
после отражения от передней грани попал бы в пиксел x y d, �� � приемной матрицы, но этот ход луча 
на схеме не отображен.

Модель возникновения призраков можно сформулировать следующим образом: на неискаженное 
изображение накладывается смещенное по вертикали идентичное изображение с определенным про-
центом непрозрачности. Данную модель можно выразить в виде

 I x y p I x y pI x yg, , , ,� � � �� � � � � � �1 0  (1)

 I x y I x y dg , , ,� � � �� �0  (2)
где x,  y – координаты изображения (начало координат находится в левом верхнем углу); I x y,� � – значе-
ние интенсивности пиксела изображения с призраком в соответствующих RGB-каналах; I x y0 ,� � – зна-
чение интенсивности пиксела неискаженного изображения (без призрака); I x yg ,� �  – значение интен-
сивности пиксела изображения-призрака; p – доля непрозрачности (от 0 до 1) изображения-призрака 
при наложении на неискаженное изображение; d – величина смещения по вертикали изображения-при-
зрака относительно неискаженного изображения.

Стоит отметить, что 24-битное RGB-изображение использует по 8 бит для представления красной, 
синей и зеленой составляющих. Чтобы не перегружать формулы, индексы для обозначения конкретно-
го канала ( , , , , , )I x y I x y I x yred green blue� � � � � �  не вводились, и далее в статье они опускаются. Все интен-
сивности I означают интенсивность в каждом из каналов изображения и рассматриваются независимо. 

Рис. 5. Ход световых лучей, формирующих изображение  
на приемной матрице фотокамеры

Fig. 5. The light rays path which form image on the camera matrix



31

Оптическая обработка информации
Optical Data Processing

Выражения (1) и (2) – это первичная упрощенная модель формирования результирующего изобра-
жения, которая дает представление о процессе возникновения изображения-призрака, но не учитывает 
сходимость пучка от объектива и другие оптические эффекты, характерные для реальной НА «ВСС». 
В ней учитывается только двукратное отражение от граней светоделителя.

Первичная модель коррекции призраков. Вторым этапом была разработка методов устранения 
призраков с изображения. Основной особенностью восстановления исходного изображения по иска-
женному изображению с призраком является то, что для анализа имеется только изображение I, а ком-
понента-призрак Ig отсутствует. 

Из формулы (1) можно выразить пикселы неискаженного изображения:

 I x y
I x y pI x y

p
g

0
1

,
, ,

.� � � � � � � �
�

 

Если в выражении (2) сделать приближение и заменить I0 на I (изображение I формируется в основ-
ном из I0, так как отражение от задней грани слабое), то получим формулу для записи первого разрабо-
танного метода коррекции призраков:

 I x y
I x y pI x y d

p0
1

,
, ,

.� � � � � � �� �
�

 (3)

Графическая интерпретация метода: имеется искаженное изображение I, которое нужно избавить от 
призраков. Из этого изображения путем линейного сдвига на d по вертикали создаем изображение, ко-
торое считаем псевдопризраком Ig. Вычитаем (с учетом доли непрозрачности) из изображения I псевдо-
призрак Ig. Параметры d и p должны быть определены заранее. 

Рекурсивная модель коррекции призраков с учетом нелинейной пространственной модели 
формирования призраков. При детальном анализе фотоснимков, сделанных НА «ВСС» (в том числе 
рис. 3), можно заметить, что призраки формируются по более сложному закону, чем просто смещение 
изображения по вертикали. Если применять метод коррекции изображения, полученного НА «ВСС», 
с простой моделью формирования призраков, не учитывающей аберраций и эффектов, которые воз-
никают при отражении от пластины сходящихся пучков, то призраки будут устранены лишь частично.

Для уточнения пространственной модели формирования призраков был проведен лабораторный экс-
перимент (рис. 6), в ходе которого регистрировались изображения лазерного пучка и его призраков 
с помощью НА «ВСС». Непрозрачная диафрагма, имеющая отверстие диаметром 0,1 мм, с располо-
женным за ней полупроводниковым лазером размещалась в фокальной плоскости сферического зеркала 
(F = 1,4 м). Сформированный параллельный монохроматический пучок подавался на входной объектив 
НА «ВСС», которая располагалась на гониометрической установке, обеспечивающей вращение прибора 
в двух взаимно перпендикулярных осях, что позволило перемещать сформированное объективом изобра-
жение квазиточечного источника по плоскости детектора. Всего было зарегистрировано 25 изображений, 
в каждом из которых положение лазерного пучка и, соответственно, призрака по отношению к полю 
изображения менялось. На рис. 7 представлено комбинированное изображение, полученное наложением 
этих 25 изображений, на котором видны все зарегистрированные лазерные пучки и их призраки.

Рис. 6. Схема эксперимента по определению  
пространственной модели формирования призраков: 

1 – лазерный диод с диафрагмой; 2 – сферическое зеркало;  
3 – поворотная платформа (горизонтальная плоскость);  

4 – поворотная платформа (вертикальная плоскость); 5 – НА «ВСС»
Fig. 6. Experiment scheme for determine the spatial model of ghosts: 

1 – laser diode with a diaphragm; 2 – spherical mirror;  
3 – rotating platform (horizontal plane); 4 – rotating platform (vertical plane); 5 – SE «VSS»
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Рассчитана матрица с координатами призраков для каждого из 101 082 464 пикселов. Ее визуализа-
ция (в виде векторного поля) представлена на рис. 8. Стрелка указывает, куда пиксел-«прообраз» (нача-
ло стрелки) изображения дает свой призрак (конец стрелки). Начало системы координат традиционно 
находится в левом верхнем углу изображения. Значения по осям x и y соответствуют номеру столбца 
и номеру строки интересующего пиксела соответственно. Таким образом, используемое ранее прибли-
жение формирования призрака константным сдвигом на d можно улучшить введением g xx � � и g yy � � – 
функций координат пиксела-призрака от координат его «прообраза». Далее также будут использоваться 
обратные функции g xx

� � �1  и g yy
� � �1

, которые являются функциями координат пиксела-«прообраза» от 
координат пиксела-призрака.

Рис. 7. Зарегистрированные лазерные пучки (желтые точки)  
и их призраки (красные вытянутые овалы)
Fig. 7. Registered laser beams (yellow dots)  

and their ghosts (red elongated ovals)

Рис. 8. Векторное поле «прообразов» и их призраков: 
Начало стрелки x y,� �  – «прообраз» призрака;  

конец стрелки g x g yx y� � � �� �,  – призрак
Fig. 8. Vector field of prototypes and their ghosts: 

the beginning of the arrow x y,� � is a prototype of a ghost;  
the end of the arrow g x g yx y� � � �� �,  is a ghost
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Интерполированные поверхности значений разности dx и dy между соответствующими координата-
ми пикселов i j,� � и их призраков, вычисляемых по формулам 

 
dy y g y

dx x g x

ij ij y ij

ij ij x ij

�

� �

� � �
� �

,

,
 

где xij � и yij – координаты пиксела i j, ,� �  представлены на рис. 9. Приведенные поверхности подтверж-
дают сложный характер формирования призраков в НА «ВСС». 

Следующее уточнение первичной модели коррекции призраков связано с лучшим учетом модели фор-
мирования призраков. На значения интенсивности пиксела с координатами x y,� � влияют значения ин-
тенсивности пиксела с координатами g x g yx y

� �� � � �� �1 1
, . Однако пиксел с координатами g x g yx y

� �� � � �� �1 1
,  

также является результатом наложения призрака на неискаженное изображение, т. е. на этот пиксел ока-

зывает влияние пиксел с координатами g g x g g yx x y y
� � � �� �� � � �� �� �1 1 1 1

,  и т. д. Данная модель описывается 
формулой
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 (4)

где x, y – координаты изображения (начало координат находится в левом верхнем углу); I x y,� � – зна-
чение интенсивности пиксела изображения с призраком в соответствующих RGB-каналах; I x y0 ,� � – 

Рис. 9. Интерполированные поверхности значений разности  
между хкоординатами (а) и  yкоординатами (б ) пикселов-«прообразов» и их призраков

Fig. 9. Interpolated surfaces of the difference  
between хcoordinates (а) and ycoordinates (b) of pixels-prototypes and their ghosts
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значение интенсивности пиксела неискаженного изображения (без призрака); I x yg ,� � – значение ин-
тенсивности пиксела изображения-призрака; p – доля непрозрачности (от 0 до 1) изображения-призрака 
при наложении на неискаженное изображение; n – количество итераций по учету влияния на пиксел-
призрак его «прообраза»; g xx � � и g yy � � – функции координат пиксела-призрака от координат его «про-
образа»; g x� � �1  и g y� � �1  – функции координат пиксела-«прообраза» от координат пиксела-призрака.

С точки зрения программной реализации модели (4) функции g x� � �1  и g y� � �1  представляют собой 
две матрицы с тем же числом строк и столбцов, что и в изображении, которое нужно скорректировать. 
В каждом элементе i j,� � матрицы, соответствующей функции g x� � �1

, хранятся x-координаты пиксе-
ла изображения, который является «прообразом» призрака для этого элемента матрицы. Аналогично 
устроена и вторая матрица с y-координатами призрака.

Предложенная модель включает в себя первичную модель (3), которая является частным случаем 
рекурсивной модели с количеством максимальных итераций n = 1. Временная сложность алгоритма 
коррекции призраков линейно зависит от n, а также от числа пикселов изображения. Можно говорить 
о том, что алгоритм работает за линейное время, или за время O n� �, что является хорошей характерис-
тикой алгоритма [20].

Такая рекурсивная модель определения значения интенсивности неискаженного пиксела имеет свои 
ограничения, которые связаны с конечностью размеров самого изображения. Для пиксела вблизи края 
изображения может отсутствовать пиксел-«прообраз».

Непрозрачность призрака. В моделях формирования изображений с призраками (1) и (4) присут-
ствует параметр p, который можно интерпретировать как долю непрозрачности (от 0 до 1) изображения-
призрака при наложении на неискаженное изображение. В явном виде p выражается следующим образом:

 p
I x y I x y
I x y I x yg

�
� � � � �
� � � � �
0

0

, ,

, ,
.  (5)

Данный параметр можно оценить по результатам лабораторных измерений лазерных пучков. Для 
этого на рис. 7 выбирается пара лазерный образ – его призрак. В локализованной пространственной 
области лазерного призрака x yg g,� � на изображении I x yg g0 0,� � �  (абсолютно черное изображение), 
поэтому p упрощается до выражения

 p
I x y

I x y
g g

g g g

�
� �
� �
,

,
.  (6)

Стоит отметить, что лазерные образы и их призраки представлены не в виде одного пиксела, а в виде 
пятен сложной формы, поэтому формула (6) примет адаптированный вид

 p

I x y

I x y
x y S

x y S

g�

� �

� �
�

�

�

�

,

,
,

,

, 0

 (7)

где в числителе находится сумма интенсивностей пикселов в области светового пятна призрака Sg, а в зна-
менателе – сумма интенсивностей пикселов в области светового пятна лазерного образа S0.

Проведены расчеты параметра p для каждой пары лазерный образ – его призрак, и получено усред-
ненное значение p = 0,16. Однако часть пикселов в лазерных образах имеют максимально возможные 
значения 255 в красном канале, что говорит о недостатке динамического диапазона при данных усло-
виях съемки. То есть знаменатель формулы (7) должен быть больше, чем знаменатель, полученный по 
результатам эксперимента. Указанное обстоятельство приводит к тому, что равенство p = 0,16 преоб-
разуется в неравенство p < 0,16. 

Повторить эксперимент со съемкой лазеров с применением НА «ВСС» в других условиях не представ-
лялось возможным, поэтому параметр p был рассчитан другим способом. В качестве данных для анализа 
использовался фотоснимок тестовой миры, полученный НА «ВСС» (см. рис. 3). Он характеризуется 
наличием черных линий, их призраков и одинаковым равномерным окружающим фоном. Методика рас-
чета параметра p выглядит следующим образом. Берется усредненная по области 5 × 5 пк интенсивность 
пикселов на темной линии (Ig), усредненная по области 5 × 5 пк интенсивность пикселов равномерного 
окружающего фона (I0 ) и усредненная по области 5 × 5 пк интенсивность пикселов на призраке линии (I ). 
Далее по формуле (5) вычисляется параметр p. Расчеты повторяются для разных участков изображения, 
и полученные значения усредняются. Результаты измерений представлены в табл. 1.
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Т а б л и ц а  1
Доля непрозрачности призраков, рассчитанная по изображению  

тестовой миры, полученному НА «ВСС»
Ta b l e  1

The proportion of ghosts calculated from the image of a test target taken by SE «VSS»

Номер 
точки

Средняя интенсивность  
пикселов на темной линии

Средняя интенсивность  
пикселов равномерного фона

Средняя интенсивность  
пикселов на призраке линии

Доля 
непрозрачности 

призракаR G B RGB R G B RGB R G B RGB

1 1 66 45 37,3 0 137 90 75,7 1 128 85 71,3 0,11
2 1 48 31 26,7 1 161 108 90,0 0 148 98 82,0 0,13

3 0 68 49 39,0 0 156 103 86,3 0 148 99 82,3 0,09
4 0 75 52 42,3 0 150 99 83,0 0 140 93 77,7 0,13

5 0 58 38 32,0 1 117 76 64,7 0 114 73 62,3 0,07

В результате применения данной методики получено значение p = 0,09 со стандартным отклонением 
по выборке 0,026, что согласуется с ранее приведенным неравенством p < 0,16.

Таким образом, по итогам лабораторных исследований уточнена пространственно-яркостная модель 
формирования призраков и предложена их рекурсивная коррекция.

Результаты коррекции призраков
Коррекция смоделированного изображения. Выбор числа итераций. Разработано программное 

обеспечение на языке Matlab, реализующее предложенный метод коррекции призраков. Для оценки 
качества устранения призраков разными программными методами использовалась первичная модель 
формирования призраков. Взято тестовое изображение городской застройки2 с большим числом разно-
образных объектов, и согласно модели (1) сгенерирован и наложен призрак (рис. 10). Характеристики 
проверочной модели: размер изображения 3840 × 2360 пк; доля непрозрачности призрака p = 0,1; смеще-
ние призрака по вертикальной оси d = 132 пк. Данные характеристики являются достаточно типовыми 
и могут использоваться как тестовые. 

Протестирован рекурсивный метод устранения призраков (4). Результаты представлены в табл. 2. Ис-
следовано влияние максимального числа итераций n по учету призраков. Качество устранения призраков 
с фотоснимка оценивалось следующим образом. Для неискаженного и скорректированного изображений 
проводится попиксельное усреднение трех цветовых каналов в один (расчет средней интенсивности 
пиксела). Далее из такого одноканального неискаженного изображения попиксельно вычитается одно-
канальное скорректированное изображение, и получается разностное изображение, все отрицательные 
интенсивности пикселов которого заменяются на положительные. Все пикселы разностного изображения 

2File: Tokyo Tower and Tokyo Sky Tree 2011 January. jpg [Electronic resource]. URL: https://commons.wikimedia.org/wiki/File: 
Tokyo_Tower_and_Tokyo_Sky_Tree_2011_January.jpg (date of access: 10.01.2024).

Рис. 10. Фотоснимок Токио со сгенерированным призраком (а)  
и его увеличенный фрагмент (б )

Fig. 10. A photograph of Tokyo with a generated ghost (a)  
and its enlarged fragment (b)
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суммируются и делятся на количество пикселов изображения. Таким образом, рассчитывается средняя 
разность (diff ) интенсивностей пикселов неискаженного и скорректированного изображений. 

Т а б л и ц а  2
Влияние максимального числа итераций  

в рекурсивном методе устранения призраков  
на среднюю разность интенсивностей пикселов  
исходного и скорректированного изображений

Ta b l e  2
The influence of the maximum number of iterations  

in the recursive ghost removal method on the average difference  
in pixel intensities of the original and corrected images

Число итераций Средняя разность  
интенсивностей пикселов

0 (без коррекции) 3,082

1 0,389

2 0,110

3 0,095

4 0,093

5 0,093

Средняя разность интенсивностей пикселов неискаженного изображения и изображения с призра-
ком (dif f0 ) составляет 3,082. После применения рекурсивного метода устранения призраков значение 
данного параметра (dif fi , i = 1, …, 5) снижается. Увеличение максимального числа итераций n уменьша-
ет величину dif f, что подтверждает предположение о том, что рост числа итераций приводит к лучшему 

результату устранения призраков. Если построить зависимость значений diff
diff

0

i
 от числа итераций n, то 

можно оценить, во сколько раз увеличивается качество скорректированного изображения по сравнению 
с качеством исходного изображения (рис. 11).

По характеру графика этой зависимости можно сделать вывод о том, что с увеличением числа итера-
ций рост точности коррекции замедляется. При n > 3 он становится совсем незначительным, а именно 
0,002 в абсолютных значениях интенсивностей.

Кроме численной оценки качества устранения призраков, учитывалась экспертная оценка ввиду вы-
сокой контрастной чувствительности человеческого глаза. Так, на результатах коррекции тестового 
изоб ражения, представленного на рис. 10, при n = 1 видны едва заметные очертания здания на фоне 
однотонного неба. При n = 2 эти остаточные призраки были устранены (рис. 12). 

Рис. 11. Увеличение качества коррекции призраков  
с ростом максимального числа итераций  

рекурсивного метода устранения призраков
Fig. 11. Increasing the quality of ghost correction with an increase  

in the maximum number of iterations of the recursive ghost removal method
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Дальнейшее увеличение n визуально не изменяло результат коррекции. Такое поведение легко обо-
сновывается тем, что при p = 0,09 на интенсивность пиксела-призрака влияет 9 % интенсивности пер-
вого пиксела-«прообраза» (n = 1) и лишь 0,81 % интенсивности второго пиксела-«прообраза» (n = 2). 
Очевидно, что дальнейшее увеличение n приведет к еще меньшим вкладам последующих пикселов-
«прообразов» (0,07 % и т. д.). По этой причине при использовании метода коррекции с n = 2 достигается 
оптимальный баланс между точностью устранения призраков и временем на проведение вычислений.

Коррекция призраков на фотоснимках, сделанных НА «ВСС». После исследования особенно-
стей устранения призраков на тестовом изображении была выполнена проверка устранения призраков 
на изображениях, полученных НА «ВСС». На рис. 13 представлен фотоснимок Минска, зарегистриро-
ванный НА «ВСС» из здания Института прикладных физических проблем имени А. Н. Севченко БГУ.

Для устранения призраков на изображении, снятом НА «ВСС», выбран рекурсивный метод с n = 2. 
В целях демонстрации различий между простой пространственной моделью формирования призраков 
и уточненной моделью, полученной в результате лабораторных измерений, выполнена коррекция при-
зраков с помощью этих двух пространственных моделей. На рис. 14, б, остались следы призраков, в то 
время как на рис. 14, в, призраки устранены. 

Рис. 12. Результат устранения призраков при n = 2 
Fig. 12. Result of eliminating ghosts with n = 2

Рис. 13. Фотоснимок Минска,  
зарегистрированный НА «BCC»

Fig. 13. A photograph of Minsk registered by SE «VSS»

Рис. 14. Результат устранения призраков на увеличенном фрагменте изображения, полученного НА «BCC»: 
а – изображение с призраком; б – результат устранения призраков рекурсивным методом  

с простой пространственной моделью; в – результат устранения призраков 
рекурсивным методом с уточненной пространственной моделью 

Fig. 14. The result of eliminating ghosts on an enlarged fragment of the image obtained by SE «VSS»: 
a – an image with a ghost; b – the result of eliminating ghosts by the recursive method with a simple spatial model; 

c – the result of eliminating ghosts using a recursive method with a refined spatial model
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В отличие от исследования качества устранения сгенерированных призраков, как на рис. 10, дать 
количественную оценку качеству устранения призраков на изображениях, полученных НА «ВСС», до-
вольно проблематично, так как отсутствует неискаженное изображение, с которым можно проводить 
сравнение. Качественную (экспертную) оценку дать проще. Так, на рис. 15 представлен фотоснимок те-
стовой миры, полученный НА «ВСС» и симметрично разделенный на две части. Левая часть изображения 
(см. рис. 15, а) не подвергалась коррекции, а для правой части изображения (см. рис. 15, б ) выполнено 
устранение призраков рекурсивным методом с n = 2. Все призраки темных линий были устранены по 
всему полю изображения, кроме полосы в нижней части фотоснимка с высотой, составляющей 14 % от 
высоты изображения. Эта область возникает, так как необходимая для устранения призраков информа-
ция отсутствует на фотоснимке.

Предложен численный способ дать количественную оценку качеству устранения призраков. Как 
и в случае расчета доли непрозрачности призраков, используется изображение тестовой миры. Оно ха-
рактеризуется наличием черных линий, их призраков и одинаковым равномерным окружающим фоном. 
На рис. 15 была выбрана прямоугольная область II, покрывающая призрак темной линии. Выше и ниже 
этой области выбраны аналогичные по размеру прямоугольные области I и III, на которых отсутствуют 
призраки темных линий. Для этих областей рассчитаны средние значения интенсивности пикселов 
(табл. 3). 

Т а б л и ц а  3
Различия между областями I–III для изображений с призраками 
и изображений с устранением призраков рекурсивным методом

Ta b l e  3
Differences between regions I–III for ghosted images  

and images with recursive deghosting

Область
Средняя интенсивность пикселов  

для изображения с призраками
Средняя интенсивность пикселов  

для изображения с устранением призраков

R G B RGB R G B RGB

I 1 138 91 76,67 1 137 90 76,00

II 0 135 89 74,67 0 138 91 76,33

III 1 143 94 79,33 1 137 91 76,33

Отношение средней яркости области II к усредненной яркости областей I и III для изображения с при-
зраками равно 0,957, а для изображения с выполненной коррекцией призраков составляет 1,002. Другими 
словами, до коррекции призрак темной линии темнее окружающего фона на (1 – 0,957) ⋅ 100 = 4,3 %, 
а после коррекции область с устраненным призраком ярче окружающего фона на (1,002 – 1) ⋅ 100 = 0,2 %. 
Полученный результат свидетельствует о качественном устранении призраков на изображении.

Рис. 15. Фотоснимок тестовой миры, полученный НА «ВСС»:  
а – часть изображения, не подвергавшаяся коррекции;  

б – часть изображения, для которой выполнено устранение призраков
Fig. 15. A photograph of the test target obtained by SE «VSS»:  

a – part of the image that has not been corrected;  
b – part of the image that has been deghosted
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Заключение
Построена первичная модель формирования призраков на изображении. Разработан рекурсивный 

метод коррекции призраков на изображениях, и оценена его эффективность. 
Проанализировано влияние максимального числа итераций на результат устранения призраков. Вы-

брано оптимальное значение числа итераций (n = 2), дальнейшее увеличение которого продолжает 
увеличивать время расчета, но практически не влияет на качество коррекции (рост числа итераций до 
n = 3 позволит дополнительно учитывать вклады всего 0,07 % составляющей призрака).

Исследовано формирование призраков на изображениях, полученных НА «BCC» при съемке колли-
мированного излучения точечного источника на оптическом стенде. По результатам исследования опре-
делены более сложные законы пространственного формирования призраков по сравнению с первичной 
моделью, которые уточнены в новой модели. Выведена зависимость координат призраков от координат 
их «прообразов». Определена доля исходного изображения, полученного НА «ВСС», в призраке.

Совмещение новой пространственно-яркостной модели формирования призраков и рекурсивного 
метода их коррекции позволило устранить призраки на получаемых НА «ВСС» снимках. Различие 
между призраком тестовой миры и однородным фоном на изображении до коррекции составляло 4,3 %, 
а после коррекции – 0,2 %.

Однако программной коррекции призраков присущ недостаток: для призраков на изображении, по-
лучаемом НА «ВСС», существует область (14 % от его общей площади), которая не может быть под-
вергнута коррекции, так как «прообразы» призраков отсутствуют на фотоснимке. 

Разработанный метод коррекции призраков, а также приведенные методы лабораторных измерений 
и обработки полученных результатов могут эффективно применяться для решения задачи улучшения 
качества изображений.
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РЕЖИМ АВТОКОЛЕБАНИЙ ИЗЛУЧЕНИЯ ЛАЗЕРА  
С РЕЗОНАНСНОЙ ФАЗОВОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ
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Аннотация. Представлена резонансная модель генерации полупроводникового лазера, излучающего на дли-
нах волн ИК-диапазона, в которой учтена нелинейная фазовая перестройка резонансного материального отклика 
среды и поля вынужденного излучения. Схема моделирования генерации основывается на модификации уравне-
ний Максвелла – Блоха для материалов с квантово-размерными эффектами. При условии относительно высокой 
концентрации квантовых точек, представляемых дипольными частицами, для этих сред типично сочетание нели-
нейных эффектов, вызывающих динамику фазового соотношения поля и резонансной поляризованности. К ним 
относят взаимное влияние ближних полей дипольных частиц, резонансную нелинейную рефракцию, оптический 
эффект Штарка. Результаты численного расчета и качественный анализ модели показали, что особая неустой-
чивость излучения обусловлена оптическим эффектом Штарка, которым поддерживается действенный уровень 
амплитудно-фазовой связи в схеме лазера. Продемонстрировано, что именно фактор нелинейного штарковского 
смещения резонансной линии усиления способен дестабилизировать устойчивые состояния лазерной системы. 
Во взаимосвязи с остальными механизмами фазовой нелинейности эффект Штарка порождает автомодуляцион-
ную динамику в вынужденном излучении, стимулируя интересный с практической точки зрения режим самопод-
держивающихся пульсаций интенсивности.

Ключевые слова: лазерное излучение; полупроводниковые квантово-размерные структуры; самопульсации ин-
тенсивности; оптический эффект Штарка.
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SELF - OSCILLATION MODE OF LASER RADIATION  
WITH RESONANT PHASE NONLINEARITY
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Abstract. The paper presents a resonance model of generation of a semiconductor laser emitting at wavelengths in the 
IR-range, which takes into account the nonlinear phase transformation of the resonant material response of the medium 
and the field of stimulated emission. The scheme for modelling the generation is based on a modification of the Maxwell – 
Bloch equations for materials with quantum-size effects. Under the condition of a relatively high concentration of quan-
tum dots represented by dipole particles, a combination of nonlinear effects causing the dynamics of the phase relationship 
of the field and resonant polarisation is typical for these media. These include the mutual influence of near fields of dipole 
particles, resonant nonlinear refraction, and the optical Stark effect. The results of numerical calculation and qualitative 
analysis of the model showed that a special instability of the radiation is caused by the optical Stark effect, which main-
tains an effective level of amplitude-phase coupling in the laser scheme. It is shown that it is the factor of the nonlinear 
Stark shift of the resonant gain line that is capable of destabilising stable states of the laser system. In conjunction with 
other mechanisms of phase nonlinearity, the Stark effect generates self-modulation dynamics in forced emission, stimula-
ting, among other things, a regime of self-sustaining intensity pulsations that is interesting from a practical point of view.

Keywords: laser radiation; semiconductor quantum-dimensional structures; intensity self-pulsations; optical Stark effect.

Ввeдeниe
Cтабильноe получениe peгулярных серий контрастных импульсов субпико- и пикосекундной дли-

тельности обычно требует использования высокотехнологичных лазерных систем. Особые перспективы 
в миниатюризации таких лазеров, применяемых в предельно компактных устройствах нанофотоники, 
связаны с возможностью использования квантово-размерных полупроводниковых структур в качестве 
материалов для активных элементов [1–3]. Целенаправленное изменение характеристик структуры из-
лучения в устройствах пониженной размерности происходит за счет вариации уровня постоянного во 
времени тока накачки или параметров компактного пассивного дисперсионного элемента в схеме об-
ратной связи1. Структурные элементы (например, квaнтoвые точки) используемых в лазерной оптике 
полупроводниковых слоев с квантово-размерными эффектами характеризуются большими дипольными 
моментами, связанными с экситонными переходами (их величина оценивается в несколько десятков 
дебаев) [4]. Субмикронные и нанометровые слои на основе подобных сред с выраженным резонансным 
откликом на поле когерентного излучения могут обладать сильной нелинейностью, в этих объектах 
возможно наблюдение когерентных оптических эффектов [4–6] и нелинейных фазовых вариаций дей-
ствующего в слое поля. Баланс энергии источника возбуждения, коррелирующего и излучаемого поля 
в такой структуре может быть рассмотрен традиционно, т. е. в рамках двухуровневой схемы образующих 
ее резонансных частиц – квантовых излучателей (КИ), представленных элементарными диполями.

Характерными следствиями проявления нелинейности резонансного материального отклика кван тово-
размерных структур на поле когерентного излучения являются факторы, обусловливающие перенормировку 
фазового соотношения действующего светового поля и поляризационного отклика вещества. К ним относят 
влияние диполь-дипольного взаимодействия на резонансную частоту усиливающего слоя [7], резонансную 
нелинейную рефракцию [8] и оптический эффект Штарка [9; 10]. В работе, положенной в основу настоя-
щей статьи, представлена нестационарная балансная модель динамики вынужденного излучения с учетом 
вышеупомянутых взаимосвязанных нелинейных фазовых эффектов, типичных для резонансного взаимо-
действия светового поля с веществом квантово-размерных структур. Численное моделирование процесса 
излучения проведено для параметров полупроводниковых лазеров на квантовых точках.

Постановка задачи и формулировка схемы расчета
Возможность проявления нелинейных фазовых эффектов оказывается высокой в условиях сравни-

тельно большой концентрации элементарных активных центров, представленных дипольными КИ. Эф-
фекты фазовой перестройки излучения связаны с оптическим эффектом Штарка, диполь-дипольным 

1Жуков А. Е. Лазеры и микролазеры на основе квантовых точек : учеб. пособие. СПб. : Политех-пресс, 2019. 42 с.
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взаимодействием и автомодуляционным смещением частоты вынужденного излучения из-за влияния 
поглощения в квазирезонансных переходах. Известно, что в ряде твердотельных лазеров, включая полу-
проводниковые, при возбуждении релаксационных колебаний (т. е. колебаний, параметры которых за-
висят только от соотношения времен релаксации поля в среде и резонаторе со скоростью возбуждения) 
могут развиваться переходные серии достаточно коротких пульсаций. Регулярная последовательность 
импульсов возникает даже в условиях постоянного уровня накачки и отсутствия модулирующих элемен-
тов в резонаторе. В работе поставлена задача оценки следствий нелинейности в материальном отклике 
массива КИ, образующих усиливающий элемент, на динамику светового поля как фактора произвольного 
перехода излучения лазера в режим самоподдерживающихся пульсаций.

Aнализ нeлинейной динамики излучения в относительно низкоразмерном массиве КИ проводится 
в рамках балансного приближения для напряженности поля E t� � с частотой w в усиливающем элемен те 
и для вероятностных переменных, определяющих его реакцию на световое поле и возбуждение накачкой. 
При предположении однородного уширения спектральной линии усиления с центральной частотой w12 
эти вероятностные переменные являются согласованными с переменной поля величинами вероятности 
поляризованности r и разности населенностей уровней резонансного перехода n. Исходные уравнения 
для переменных поля и резонансного отклика известны как система Максвелла – Блоха [11] и тради-
ционно используются для анализа динамики генерации в одночастотном приближении. Cистема форму-
лируется с применением представлений двухуровневой квантово-механической матрицы плотности: 
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где R – комплексная переменная, определяемая вероятностью поляризованности r; m - матричный элемент 
дипольного момента перехода; N – объемная концентрация активных центров; Tc и s – время про хода 
света по резонатору и коэффициент потерь в резонаторе соответственно; T1 и T2 - времена продольной 
и поперечной (фазовой) релаксации перехода соответственно (в случае полупроводниковых активных 
сред эти величины соответствуют временам межзонной и внутризонной релаксации); j

T1
 – компонент, 

характеризующий скорость накачки. В выражение для частотной отстройки D включены нормированная 
линейная отстройка частоты поля от частоты резонанса �

0 12 2
� �� �� � T  и записанный аналогично, на-

пример, в [12; 13] нелинейный компонент, определяющий смещение частоты из-за оптического эффекта 
Штарка, где Dα – дефект поляризуемости (различие поляризуемостей КИ на уровнях основного перехода). 

Далее ставится задача учета резонансной нелинейной рефракции, которая может быть решена путем 
обобщения двухуровневой схемы взаимодействия в соответствии с подходом, обоснованным в [12]. Ана-
логично [14] переменная поляризованности в этом представлении определяет вклад квазирезонансной 
поляризуемости: 

 R N i n n E� � �� ��� ��� �� � ��
0

0 02 � ,  (2)

где N – объемная концентрация КИ; n0 - нeкoтoроe начальное значение инверсии. 
Перераспределение КИ по уровням перехода в процессе накачки и при насыщении приводит к безы-

нерционному в отношении вариаций инверсии смещению фазового соотношения поля и резонансной 
поляризованности. В таком случае учет oптического эффекта Штарка вполне правомерно сочетается 
с рассмотрением следствий резонансной нелинейной рефракции, поскольку коэффициент нелинейности, 
определяющий величину эффекта, также пропорционален дефекту поляризуемости Dα. 

В связи с поставленной задачей учета фазовой резонансной нелинейности особо важна перенормиров-
ка фазового соотношения поля и поляризованности из-за влияния ближних полей диполей нa положение 
резонансной частоты спектральной линии усиления. Именно поэтому допускается, что в формировании 
отклика среды под действием поля существенна локальная поправка Лоренца, устанавливающая отличие 
действующего на КИ поля ′E  от поля Е. В дальнейшей модификации системы кинетических уравне-
ний рассматривается следующее соотношение действующего и коррелирующего (излучаемого) поля: 
� � �E E iR

3
. Производится соответствующая замена переменной для напряженности поля в уравнениях 

Блоха в системе (1) и представлении поляризованности (2). 
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В последующих представлениях удобно использовать нормированные переменные, а также ввести 
новые обозначения параметров нелинейности и накачки: 
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Для записи балансной схемы энергообмена излучения и накачки в усиливающем элементе далее 
применяем адиабатическое приближение системы (1). Eгo считают допустимым при большом различии 
времен релаксации Т1 ? T2 (в случае некогерентного взаимодействия поля излучения с активной сре-
дой, когда характерное время развития излучения, например длительность светового импульса, может 
значительно превышать время фазовой релаксации). В этом предположении поляризованность оцени-
вается как безынерционно «cлeдящая» за полем, и в сингулярном пределе уравнения для вероятности 
поляризованности получаем
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Принимая во внимание соотношения (3), запишем модификацию скоростных уравнений, следующих 
из системы (1), в виде
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В представлениях системы (4) для характеристики излучения использованы переменная интенсив-
ности X � �� � � � �e

2
, нормированная по величине характерной интенсивности насыщения усиления, 

переменная времени � � t
T1

 и скоростной параметр времени жизни фотона в резонаторе tr , нормирован-

ные по величине T1, в дальнейших оценках предполагается также, что y0 = 1.
Выражение G в системе (4) описывает, в сущности, нелинейный форм-фактор линии усиления и наряду 

с линейной отстройкой частоты содержит три нелинейных компонента, включение которых определено 
значимостью диполь-дипольного взаимодействия, резонансной нелинейной рефракции и оптического 
эффекта Штарка.

Устойчивость решений и режим автоколебаний
В скоростных уравнениях (4) отражен ряд взаимосвязанных нелинейных эффектов, возможных при 

динамических сценариях развития вынужденного излучения в структурах из КИ, представляющих экси-
тоны или квантовые точки в используемых в лазерной оптике полупроводниках. 

Качественное изучение поведения решений для X �� � вблизи равновесного состояния с ненулевой 
мощностью XS прежде всего дает возможность оценить зону параметров системы (4), в которой это 
состояние устойчиво. На временнóй шкале кривые, описывающие решения для обеих переменных, вы-
ходя из начальных точек, после ряда осцилляций затухают к равновесным значениям. Выражения для 
равновесных значений ХS, yS следуют из сингулярных пределов системы (4): 
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Линеаризация системы (4) в окрестности точек равновесия (5) позволяет записать aнaлoг балансной 
схемы (4) для относительно малых решений �X �� � и �y �� � в некоторой области фазовой плоскости 
X y, ,� �  содержащей геометрическое место точек XS, yS. Линеаризованный аналог схемы представляется 

в виде системы линейных дифференциальных уравнений 
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На основе (6) формулируется характеристический полином относительно c – комплексного коэффи-
циента затухания в показателе экспоненциального решения exp ��� � системы (6). 

Наиболее реальны осциллирующие решения, но если осцилляции определенно релаксирующие, 
т. е. затухают к равновесным значениям, то система (4) описывает переход лазера к установившемуся 
стацио нар ному режиму излучения. Тогда оcoбая точка XS S, y� � на фазовой плоскости X y,� � системы (3) 
представляет собой устойчивый фокус и является аттрактором фазовых кривых. Характеристический 
полином, выраженный квадратным уравнением, должен обладать комплексно-сопряженными корнями 
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Выражения для вещественной части корней и дискриминанта характеристического уравнения за-
писываются следующим образом:
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Cовместно с соотношениями (5) значения корней (7) могут быть положены в основу критерия харак-
теристики поведения траекторий на фазовой плоскости X y,� � в окрестности равновесного состояния
XS S, .y� �  Устойчивость фокуса XS, yS допустима при условии Re .� � 0  Представление в (7) величин Rec 

и D функциями yS удобно для последующего параметрического расчета зависимостей типа Re .� �� �  
Переменная величина yS при этом считается неотрицательным линейно нарастающим в определенном 
диапазоне параметром. 

При определении условия автоколебаний, очевидно, следует выделить зоны параметров (4), где 
точки XS, yS нестабильны по типу неустойчивого фокуса. Уход траекторий, соответствующих осцил-
ляторным решениям (4), из окрестности точки равновесия должен означать, что их аттрактором 
окажется предельный цикл. Такое поведение решений обусловлено неизбежным периодически про-
исходящим насыщением роста y �� � при увеличении мощности вынужденного излучения X �� � с по-
следующим снижением (сбросом инверсии). Ocoбая точка оказывается неустойчивым фокусом, если 

Re .� � 0  Такого рода неустойчивость соответствует периодическому решению с частотой � �
D
2

 

у ли неаризованных уравнений. Исходная система (4) характеризуется осцилляторными решениями 
для X �� �  и y �� �, амплитуды которых стабилизируются. Тогда моделью описывается развитие сце-
нария регулярных незатухающих пульсаций. Такой режим излучения, реализуемый при постоянном 
уровне накачки, интересен с практической точки зрения. Уcловие его достижимости удобно иллю-
стрировать на шкале параметра возбуждения k для разных значений отстройки частоты (рис. 1, a). 
Положением тoчек пересечения кривых Re� �� � с горизонтальной осью определяется так называемый 
второй порог генерации (уровень накачки k, начиная с которого возможна самопроизвольная неустой-
чивость вынужденного излучения). Частота релаксационных пульсаций с ростом накачки должна 
увеличиваться (рис. 1, б ).
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В оценке масштаба предсказываемых явлений (как при расчете пороговых характеристик согласно 
соотношениям (5) и (7), так и при численном моделировании на основе уравнений (4)) исходили при-
мерно из тех параметров для квантово-размерных лазеров, которые взяты из литературы для структуры 
квантовых точек в слоях InAs/(Al )GaAs на подложках GaAs и слоях InGaAs/InAlAs на подложках InP, 
излучающих в зависимости от концентрации квантовых точек и уровня оптических потерь (в расчетах 
N ∼ (1…4) ⋅ 1018 cм–3, s ∼ 0,5) в диапазоне длин волн 1250–1290 нм [2; 3] и 1030–1195 нм [15].

Моделирование релаксационной динамики излучения
Расчеты процессов излучения основывались на численном интегрировании кинетической системы (4) 

методом Рунге – Кутты. Начальные условия соответствовали выполнению амплитудного условия генера-
ции, т. е. предполагалось, что y y� �� � �0

S
. При этом величина X (t = 0) на несколько порядков меньше 

равновесного значения, т. е. на начальном этапе моделирования процесса вынужденного излучения 
решалась задача усиления слабого сигнала. Ход кривых, описывающих решения (4) для нормирован-
ной мощности в этом диапазоне величин X (t = 0), не зависел от их выбора. На рис. 2 и 3 развертки 
динамической картины вынужденного излучения для переменной мощности X t� �, полученные путем 
моделирования процесса, приведены в наносекундном диапазоне времени. 

На рис. 2 представлены результаты моделирования, которые дают возможность сравнить развитие 
колебательного процесса в динамике переменных X, y в условиях полного учета нелинейных механиз-
мов модуляции (см. рис. 2, а) и пренебрежения факторами, вызывающими неустойчивость процесса 
излучения (см. рис. 2, б и в).

Рис. 1. Зависимости действительной (a) и мнимой (б ) частей корней  
характеристического уравнения от уровня возбуждения (накачки): 

D 0 = - 0,04 (1), D 0 = 0 (2), D 0 = 0,04 (3), b = 0,15, g = 0,34,  
tr = 7,0 ⋅ 10–3, Т1 = 2,0 ⋅ 10– 9 с, Т2 = 5,0 ⋅ 10–12 с

Fig. 1. Dependences of the real (a) and imaginary (b) parts of the roots  
of the characteristic equation on the excitation (pumping) level: 
D 0 = - 0.04 (1), D 0 = 0 (2), D 0 = 0.04 (3), b = 0.15, g = 0.34,  

tr = 7.0 ⋅ 10–3, Т1 = 2.0 ⋅ 10– 9 s, Т2 = 5.0 ⋅ 10–12 s

Рис. 2. Временная структура нормированной мощности вынужденного излучения: 

b = 0,15 (а, б ), b = 0 (в), �T
T
2

1

� 1,5 ⋅ 10–3 (a), �T
T
2

1

� 0 (б, в),  

g = 0,34 (а, б ), g = 0 (в), k = 2,6, D 0 = 0, tr = 7 ⋅ 10–3, Т1 = 2,0 ⋅ 10– 9 с
Fig. 2. Temporal structure of normalised stimulated emission power: 

b = 0.15 (a, b), b = 0 (c), �T
T
2

1

� 1.5 ⋅ 10–3 (a), �T
T
2

1

� 0 (b, c),  

g = 0.34 (а, b), g = 0 (c), k = 2.6, D 0 = 0, tr = 7 ⋅ 10–3, Т1 = 2.0 ⋅ 10– 9 s
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Рис. 3. Временнáя развертка мощности вынужденного излучения (a – д),  
мощность в более высоком разрешении (а′ –  г′) и фазовые портреты решений (а″ –  г″, д′): 

k = 2,3 (a), k = 2,4 (б ), k = 2,45 (в), k = 2,5 (г, д), b = 0,12 (а – г), b = 0 (д),  
g = 0,34 (а – г), g = 0 (д), D 0 = 0,04, tr = 7 ⋅ 10–3, Т1 = 5,0 ⋅ 10–9 с, Т2 = 1,0 ⋅ 10–12 с

Fig. 3. Time sweep of the stimulated emission power (a – e),  
power in higher resolution (a′ –  d ′), phase portraits of solutions (a″ – d ″, e′): 
k = 2.3 (a), k = 2.4 (b), k = 2.45 (c), k = 2.5 (d, e), b = 0.12 (а – d ), b = 0 (e),  

g = 0.34 (а – d ), g = 0 (e), D 0 = 0.04, tr = 7 ⋅ 10–3, Т1 = 5.0 ⋅ 10–9 s, Т2 = 1.0 ⋅ 10–12 s
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Различие в ходе зависимостей на рис. 2 свидетельствует о том, что автоколебания мощности разви-
ваются в случае присутствия штарковского смещения. «Раскачка» стационарного состояния происходит 
именно благодаря существованию амплитудно-фазовой связи вследствие эффекта Штарка, который 
является решающим дестабилизирующим фактором, и только в этих условиях может формироваться 
серия регулярных незатухающих импульсов (см. рис. 2, а). Однако режим самоподдерживающихся пуль-
саций возникает при превышении определенного уровня накачки, согласованного с материальными 
параметрами усиливающего элемента, уровнем обратной связи в резонаторе и начальной отстройкой 
частоты D 0. Фазовые эффекты резонансной нелинейной рефракции и диполь-дипольного взаимодействия, 
приводящие к смещению частоты поля при перераспределении КИ по уровням перехода, дополнительно 
стимулируют осцилляции мощности. Эти факторы способны замедлить переходный к стационарному 
режиму излучения этап, но не оказывают модулирующего действия, достаточного для стимуляции авто-
колебаний (см. рис. 2, б ). Численные решения (4), как и в случае полного отсутствия фазовой нелиней-
ности (см. рис. 2, в), описывают переход к стационарному режиму излучения, инверсная населенность 
стабилизируется на значениях, соответствующих пороговому уровню усиления. 

В обоснование вывода о принципиальной значимости эффекта Штарка можно исходить из оценки 
усло вий неустойчивости особых точек, определенных соотношениями (5) и (7). Выводы о характерис-
тиках автомодуляционного режима основывались на анализе большого количества вариантов моделиро-
вания процесса излучения, подобных приведенным на фрагментах рис. 3 вариантам. Особо интересен 
переход к сценарию автоколебаний по мере того, как уровень накачки достигает критического значения, 
а затем превышает его (второй порог генерации) (см. рис. 3, б – г). Можно отметить, как изменяется фор-
ма образующих квазирегулярную или периодическую временную структуру всплесков интенсивности, 
а также их контраст и скважность. 

Считалось также целесообразным привести ряд автомодуляционных разверток мощности излучения 
на фоне изображения фазовых кривых в плоскости X y, .� �  Сочетание значений k и остальных исполь-
зованных при интегрировании (4) параметров примерно соответствует зависимости, представленной 
кривой 3 на рис. 1, a. Такого рода варианты результатов моделирования приведены на рис. 3. 

На фрагментах а и б pиc. 3 иллюстрированы переходные режимы с «выходом» на стационарную 
излучаемую мощность, амплитуда и контраст осцилляций, естественно, снижаются (см. рис. 3, a′ и б′). 
Фазовые кривые с разным темпом входят в окрестность особых точек (см. рис. 3, a″ и б″). Развертка 
мощности на рис. 3, д, с фазовым портретом на рис. 3, д′, рассчитанная для отсутствия нелинейности 
(b = 0) и относительно высокого значения k, типична для обычных переходных режимов, и ее быстро 
релаксирующая к некоторому установившемуся значению нормированной мощности динамика призвана 
подтвердить, что автоколебания в этом случае также не развиваются.

Режим самоподдерживающихся пульсаций в течение действия непрерывной накачки «стартует» начиная 
с определенной величины скорости накачки (см. рис. 3, в и г), фазовые кривые в качестве аттрактора имеют 
предельный цикл (см. рис. 3, в″ и г″). С нарастанием параметра k увеличиваются скважность и пико-
вая амплитуда мощности, снижается длительность импульсов и усиливается асимметрия их фронтов 
(см. рис. 3, в′ и г′). Такое поведение кривых может быть объяснено тем, что повышается уровень моду-
ляции: при oтcтpoйке от резонанса инверсия нарастает в большей степени (до выполнения пороговых 
условий генерации). Изменение инверсии из-за нелинейного частотного смещения приобретает ocoбyю 
неустойчивость. В свою очередь, переход в режим автоколебаний требует довольно незначительных 
автомодуля ционных колебаний инверсии и связанного с ней среднего уровня усиления [9]. Затем на фазе 
развития вынужденного излучения нелинейная перестройка частоты возвращает световое поле и отклик 
среды в состояние, близкое к резонансу, в результате высвечивается более мощный и короткий импульс. 
Импульсы, формирующие периодическую осцилляторную структуру в выходном излучении, асиммет-
ричны, что указывает на роль динамической нелинейности в формировании их фронтов. 

Заключение
Предложенная в работе резонансная модель генерации, учитывающая эффекты фазовой перестройки 

материального отклика среды (представлена ансамблем двухуровневых диполей) на поле излучения, 
позволила описать процесс автоколебаний выходной мощности полупроводниковых лазеров, излучаю-
щих в ближнем ИК-диапазоне. На основе эффектов фазовой динамики в использованном приближении 
описания энергообмена поля излучения и тока накачки определен лишь вид функции форм-фактора 
спектральной линии усиления, поэтому модель взаимодействия относительно проста. Две степени сво-
боды (нормированные переменные мощности излучения и инверсной заселенности) дают возможность 
применения качественного анализа устойчивости стационарных состояний в зависимости от уровня 
возбуждения. 
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Учет фактора нелинейного штарковского смещения резонанса ввиду его способности дестабилизи-
ровать устойчивые состояния системы и обусловливать автомодуляционную динамику в вынужденном 
излучении представляется принципиальным. Можно предположить, что наблюдаемая в полупроводни-
ковых квантово-размерных структурах нелинейная рефракция является следствием перераспределения 
резонансных КИ по уровням основного перехода с различием поляризуемости. Тогда следует учитывать 
оптический эффект Штарка с типичным коэффи циентом нелинейности, который также пропорционален 
дефекту поляризуемости. Производимая им отстройка усиления зависит от интенсивности. В условиях 
действенности ближних полей активных центров на диэлектрическую восприимчивость усиливающего 
элемента и положение центра спектральной линии усиления, определяемого уровнем инверсии, оба 
фактора нелинейной фазовой отстройки являются конкурирующими. На разных этапах формирования 
импульсов, образующих структуру излучения, они способны усиливать один другого. В целом результа-
ты моделирования и качественного анализа рассмотренной модели показали, что наряду с остальными 
механизмами нелинейной перестройки фазового соотношения поля и peзонансной поляризованности 
эффект Штарка способен сильно стимулировать амплитудно-фазовую связь в излучении, обусловливая 
развитие самоподдерживающихся пульсаций при постоянном уровне возбуждения.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ВЫСОКОЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ  
ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ЛИВНЕЙ  

В ОРИЕНТИРОВАННЫХ КРИСТАЛЛАХ

В. В. ТИХОМИРОВ1), В. В. ГАВРИЛОВЕЦ1),  
А. С. ЛОБКО1), Н. С. СОЧИВКО2), С. Л. ЧЕРКАС1)

1)Институт ядерных проблем БГУ, ул. Бобруйская, 11, 220006, г. Минск, Беларусь 
2)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Аннотация. Образующие электромагнитные ливни последовательности процессов излучения гамма-квантов 
электронами и позитронами и рождения электрон-позитронных пар гамма-квантами играют существенную роль 
в формировании спектров астрофизических источников жесткого излучения, прохождении космического излучения 
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через атмосферу, а также измерении энергии электронов, позитронов и гамма-квантов электромагнитными кало-
риметрами, используемыми в физике высоких энергий и на орбитальных гамма-телескопах. Обширные теорети-
ческие и экспериментальные исследования 1950–80-х гг. показали, что при движении частиц под углами порядка 
градуса и менее к осям и плоскостям кристаллов процессы рассеяния, излучения и рождения пар демонстрируют 
когерентную природу и претерпевают качественные изменения. В зависимости от атомного номера вещества 
кристалла степень когерентного увеличения интенсивности излучения и вероятности рождения пар в нем до-
стигает 10–100 раз при энергиях частиц от десятых долей до единиц тераэлектронвольта, приводя к настолько же 
масштабному уменьшению эффективной радиационной длины, характеризующей скорость развития ливня. Для 
моделирования высокоэнергетических электромагнитных ливней в ориентированных кристаллах в статье пред-
ставлена программа, сочетающая развитые нами и протестированные совместно с исследователями из Университета 
Феррары и Национального института ядерной физики (INFN) (Италия) в Европейском центре ядерных исследо-
ваний (CERN) методы описания когерентных процессов рассеяния, излучения и рождения пар в кристаллической 
решетке при высоких энергиях и малых отклонениях импульсов частиц от главного кристаллического направления 
с алгоритмами инструментария Geant4 для моделирования аналогичных процессов в приближении аморфной 
среды при низких энергиях и больших отклонениях импульсов частиц. Программа может быть использована как 
для проведения надежных расчетов характеристик электромагнитных ливней в кристаллах в настоящее время, так 
и для внедрения усовершенствованных теоретических подходов в целях повышения точности и производитель-
ности расчетов в будущем.

Ключевые слова: электроны; позитроны; гамма-кванты; релятивистские частицы; излучение; рождение пар; 
моделирование; электромагнитные ливни; электромагнитные каскады.
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SIMULATION OF THE HIGH-ENERGY  
ELECTROMAGNETIC SHOWERS IN ORIENTED CRYSTALS
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Abstract. The sequences of processes of gamma-quanta emission by electrons and positrons and of the production of 
electron-positron pairs by gamma-quanta that form electromagnetic showers play the significant role in the formation of the  
spectra of hard electromagnetic radiation of astrophysical sources, in the passage of cosmic radiation through the atmo phere, 
as well as in the measurement of the energy of electrons, positrons and gamma-quanta by electromagnetic calorimeters, 
used in high-energy physics and on orbital gamma-ray telescopes. Extensive theoretical and experimental studies have 
showed in the 1950–80s, that when particles move at angles of the order of a degree or less with respect to the axes and 
planes of crystals, the processes of scattering, radiation and pair production exhibit a coherent nature and undergo qualita-
tive changes. Depending on the atomic number of a crystal ions, the degree of coherent increase in the radiation intensity 
and the proba bility of pair production multiply 10–100 times at energies from tenths to units of teraelectronvolt, leading to 
an equally large-scale reduction in the effective radiation length, which characterises the rate of a shower development. 
To nume rically simulate high-energy electromagnetic showers in the oriented crystals, the programme has been deve-
loped that combines the methods for describing coherent processes of scattering, radiation and pair production in a crystal 
lattice at high energies and small deviations of particle momenta from the main crystalline directions, developed by us and 
tested jointly with scientists from the University of Ferrara and the National Institute for Nuclear Physics (INFN) (Italy) 
at the European Centre for Nuclear Research (CERN), with the Geant4 toolkit algorithms for simulating similar processes 
in the approximation of an amorphous medium at low energies and large deflections. The programme can be used both 
for reliable simulations of the characteristics of electromagnetic showers in crystals at present and for implementation of 
upgraded theoretical approaches in order to improve the accuracy and productivity of simulations in the future. 

Keywords: electrons; positrons; gamma-quanta; relativistic particles; radiation; pair production; simulation; electro-
magnetic showers; electromagnetic cascades.
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Введение
Процессы излучения гамма-квантов электронами и позитронами и рождения электрон-позитронных 

пар гамма-квантами определяют взаимодействие с веществом электронов, позитронов и гамма-квантов 
с энергиями десятки мегаэлектронвольт и выше. Многоступенчатые последовательности этих процес-
сов, именуемые электромагнитными ливнями или электромагнитными каскадами, играют существен-
ную роль в формировании спектров астрофизических источников жесткого излучения, прохождении 
космического излучения через атмосферу, а также регистрации и измерении энергии электронов, пози-
тронов и гамма-квантов электромагнитными калориметрами, используемыми в физике высоких энер-
гий и на орбитальных гамма-телескопах. 

Обширные теоретические и экспериментальные исследования 1950–80-х гг. показали [1–7], что при 
движении частиц под углами порядка градуса и менее к осям и плоскостям кристаллов процессы рас-
сеяния, излучения и рождения пар демонстрируют когерентную природу и претерпевают качественные 
изменения. В частности, проявляются эффекты каналирования, когерентного рассеяния заряженных 
частиц цепочками атомов, излучения при каналировании, когерентного тормозного и магнитотормоз но го 
излучения и рождения пар. Начиная с энергий, составляющих единицы – десятки гигаэлектронвольт, 
интенсивность излучения гамма-квантов электронами и позитронами и вероятность рождения электрон-
позитронных пар гамма-квантами в кристаллах кратно превышают аналогичные величины в аморфном 
веществе, а сами процессы сопровождаются значительными поляризационными эффектами [1–5]. В за-
висимости от атомного номера вещества кристалла степень когерентного увеличения интенсивности 
излучения и вероятности рождения пар в нем достигает 10–100 раз при энергиях частиц от десятых 
долей до единиц тераэлектронвольта, приводя к настолько же масштабному уменьшению эффективной 
радиационной длины, характеризующей скорость развития ливня. 

Перечисленные эффекты открывают широкие перспективы для совершенствования детекторов, при-
меняемых в физике высоких энергий и космических исследованиях [8; 9]. В целях их демонстрации 
с нашим участием были поставлены эксперименты по наблюдению за ускорением электромагнитных 
ливней, порождаемых электронами [10; 11] и гамма-квантами [12], а также проведено разностороннее 
моделирование источника позитронов для проектируемых коллайдеров на основе использования из-
лучения электронов в кристаллах [13]. 

В настоящее время моделирование каскадных электромагнитных процессов с помощью Geant4 [14; 15] 
и подобных программных инструментов обеспечивается только для аморфной среды. Однако разработ-
ка конструкций детекторов нового типа требует всестороннего моделирования протяженных каскад-
ных процессов в кристаллах [5; 11; 16]. Для первичной оценки преимуществ применения кристаллов 
в электромагнитных калориметрах нами был предложен подход [17], основанный на введении в Geant4 
коэффициентов, учитывающих возрастание интенсивности излучения и вероятности рождения пар, вы-
зываемое когерентными эффектами в кристаллах. Этот прием впервые позволил оценить смещение пика 
энерговыделения и сокращение продольной утечки электромагнитных ливней в кристаллах вольфрамата 
свинца PbWO4 (PWO), используемых в электромагнитном калориметре детектора CMS (компактного 
мюонного соленоида) Большого адронного коллайдера в Европейском центре ядерных исследований. 
Однако данный подход не позволял учесть модификацию спектров излучения и образования пар в кри-
сталлах и их угловую зависимость, а также не обладал простыми возможностями уточнения своих пред-
сказаний. Предлагаемая статья посвящена варианту решения указанных проблем на основе интеграции 
известных методов расчета характеристик ливневых процессов в аморфном веществе в разработанную 
нами программу расчета характеристик рассеяния, излучения и рождения пар в кристаллах [10; 11; 18].

Расширение возможностей моделирования  
электромагнитных ливней в кристаллах за счет интеграции  

с методами аналогичных расчетов в аморфном веществе
При значительных энергиях частиц и толщинах кристаллов в развитии ливня естественно выделить 

две качественно различные стадии: начальную, многократно ускоренную под влиянием когерентных 
эффектов при высоких (десятки гигаэлектронвольт и более) энергиях и малых (порядка миллирадиана 
и менее) углах отклонения направлений импульсов частиц от главного кристаллического направле ния,  
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и конечную, включающую максимальное развитие и последующее затухание ливня вследствие пре-
обладания ионизационных энергетических потерь электронов и позитронов над радиационными при 
энергиях частиц десятки – сотни мегаэлектронвольт. Практика моделирования когерентных радиа-
ционных процессов в кристаллах [9–13; 17; 18] на основе метода Байера – Каткова [5] демонстрирует 
возможность его полного проведения лишь для короткой начальной стадии развития ливня, на которой 
энергии заряженных частиц успевают уменьшиться в несколько раз на миллиметровой длине, их число 
не превышает нескольких десятков, а величина углов отклонения – несколь ких миллирадиан. В то же 
время при начальных энергиях сотни гигаэлектронвольт и более число частиц ливня на конечной стадии 
достигает многих тысяч, а величина углов отклонения – многих градусов. Трудоемкость точных рас-
четов возрастает при этом на один-два порядка за счет большей длины траекторий, на два-три порядка 
за счет увеличения количества частиц и на один-два порядка за счет уменьшения шага интегрирования 
уравнений движения частиц, отклонившихся на такие значительные углы. Указанные факторы делают 
проведение полного моделирования развития высокоэнергетических ливней в кристаллах протяжен-
ностью более нескольких радиационных длин на основе метода Байера – Каткова практически невоз-
можным и заведомо избыточным. 

Итак, ускорение развития ливней на порядок и более проявляется в кристаллах только на малых 
длинах [3–5; 9–13; 16; 17]. Довольно быстро процессы излучения и рождения пар перестают радикаль-
но отличаться от аналогичных процессов в аморфном веществе по причине ослабления когерентных 
эффектов в результате падения энергий частиц и значительных отклонений их импульсов от главных 
кристаллических направлений. Как следствие, проведение трудоемких расчетов методом Байера – Катко ва 
оказывается принципиально необходимым лишь для небольшого числа частиц достаточно высоких энер-
гий в узкой области направлений движения. В связи с этим, если исключить учет влияния когерентных 
процессов при низких энергиях и больших отклонениях импульсов частиц и продолжать моделирование 
электромагнитного ливня более быстрыми методами [14; 15], используемыми при рассмотрении аморф-
ного вещества, можно совместить детальное описание значительного эффекта когерентного ускорения 
развития ливня с прослеживанием тысяч и более траекторий его частиц на стадии максимального раз-
вития и перехода к затуханию.

Характерный масштаб углов проявления когерентного усиления процессов излучения и рождения 
пар при энергиях несколько гигаэлектронвольт и выше задается величиной Vm

0 ,  где V0 – амплитуда усред-
ненного потенциала атомной цепочки или плоскости; m – масса покоя электрона [4]. Для главных кри-
сталлических осей эта величина составляет, например, около 2 мрад для вольфрама и 0,3 мрад для 
кремния и алмаза. Для кристаллических плоскостей она обычно в 5–7 раз меньше. В области энергий, 
при которых интенсивность излучения и вероятность рождения пар в кристаллах заметно превосходят 
аналогичные величины в аморфном веществе, угол Vm

0  превышает угол каналирования в несколько раз 

и более. Поскольку при углах падения θ?
V
m

0  и достаточно высоких энергиях частиц роль когерентных 
процессов быстро уменьшается, эти процессы необходимо учитывать только до углов, составляющих 
3–5 углов Vm

0 , а при бóльших величинах переходить к модели аморфного вещества [14; 15], предусмот-
рев при этом возможность ее уточнения в будущем. 

Интенсивность когерентного излучения в полях атомных цепочек сравнивается с интенсивностью 
некогерентных процессов при энергии eeq, составляющей 0,5–1,0 ГэВ для цепочек с наименьшими 
меж атомными расстояниями и амплитудами тепловых колебаний и 1,0–1,5 ГэВ и более для осталь-
ных цепочек. Что касается процесса когерентного рождения пар, то при энергиях фотонов несколько 
гига электронвольт и ниже его вероятность несущественно отличается от вероятности Бете – Гайтлера 
в аморфном веществе.

Поскольку набор инструментов Geant4 [14; 15] не располагает возможностями частого кратковре-
менного подключения в ходе моделирования электромагнитных ливней в кристаллах, был выбран путь 
внедрения его процедур в алгоритм моделирования каскадных процессов в кристаллах. Приступая к реа-
лизации этой идеи, следует исходить из того, что данный инструментарий разрабатывался в качестве 
универсального средства, описывающего процессы рассеяния и излучения в очень широком диапазо-
не параметров. В то же время условия использования когерентных процессов рассеяния и излучения 
в кристаллах заметно ограниченны, что позволяет сузить рассматриваемый ниже минимальный набор 
необходимых процедур Geant4 и ускорить их реализацию. 

Рассеяние. Естественно начать с процесса рассеяния. Помимо того, что столкновения электронов 
и позитронов с атомами порождают процессы излучения и рождения пар в аморфном веществе, они 
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также вызывают отклонение электронов и позитронов, определяющее распределение частиц ливня по 
направлениям движения. В Geant4 и ряде других пакетов моделирование процесса рассеяния проводится 
на базе сечения рассеяния ультрарелятивистских электронов и позитронов атомом [15, sect. 8.2.1]
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где Z – атомный номер вещества; α – постоянная тонкой структуры; p и v – импульс и скорость элек-
трона; d d d� � � � � – элемент телесного угла; θ = 1 и j – полярный и азимутальный углы рассеяния; 
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нирования ядерного потенциала атомными электронами, в определении которого R a ZB�
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3,  и aB – 
радиус экранирования и боровский радиус соответственно, а b – скорость частицы в единицах скорости 
света. Максимальный же угол рассеяния ограничивается в логарифмическом приближении предельным 
углом [15, sect. 8.2.1]
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где rn – радиус ядра. Оценка интеграла (1) по полному телесному углу � � �� � � ��
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  показывает, что при типичных концентрациях атомов n ∼ 5 ⋅ 1022 см–3 длина пробега электронов не до-
стигает микрометра. Поскольку радиационная длина X0 составляет 3,5 мм в вольфраме и 9,36 см в крем-
нии, понятно, что полное аналоговое моделирование процесса рассеяния с настолько малым шагом яв-
ляется излишним.

Для оптимизации выбора шага моделирования процесса рассеяния введем промежуточный угол θ2, 
θsc = θ2 = θn, и будем описывать многочисленные отклонения частиц на «малые» углы θ = θ2, следуя 
теории многократного рассеяния [1; 15; 19], а редкие случаи рассеяния на «большие» углы θ2 = θ = θn 
моделировать методом Монте-Карло, разыгрывая (определяя вероятностным методом) сначала длину 
рассеяния 
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 – интегральное сечение рассеяния на углы θ2 < θ < θn. Двумерный угол однократного рас-

сеяния 


θs  разыгрывается с использованием сечения (1). Затем к нему добавляется угол многократного 
рассеяния 



θms на длине (2), разыгрываемый с использованием гауссова распределения и среднего квад-
рата угла рассеяния на единичной длине
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Следуя описанному алгоритму и выбирая � �2

2 2 3 2
10 10 � sc, равным 102 –103 � �2

2 2 3 2
10 10 � sc, можно сократить число шагов модели-

рования процесса рассеяния в десятки – сотни раз при сохранении условия lsc = X0. 
Излучение. Для моделирования процесса излучения исходным является полное (проинтегрирован-

ное по энергиям w > wc, где wс – минимальная энергия фотона, и направлениям испускания фотонов) 
сечение этого процесса srad. Поскольку процессы излучения исследуются лишь в кристаллах немногих 
химических элементов (алмаз, Si, Ge, W, PWO), вместо параметризации сечений по атомному номе-
ру [18, sect. 8.2.1] проще использовать исходные данные [20] для отдельных элементов. Отметим, что 
в работе [20] выбрано исключительно низкое значение wс (0,1 эВ), обеспечивающее полную независи-
мость от него результатов моделирования. Подобно длине рассеяния (2), сечение излучения исполь-
зуется для разыгрывания длины пробега частицы до точки испускания гамма-кванта

 l r
nrad

rad

� �
ln

.
�

 (3)

В случае lrad > lsc разыгрывается суммарный угол однократного и многократного рассеяния и рассчи-
тываются ионизационные потери энергии излучающей частицы на длине lsc, производится замена 
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l l lscrad rad� � , а длина lsc разыгрывается снова и сравнивается с lrad. При выполнении условия lrad ≤ lsc 
разыгрывается угол многократного рассеяния 



θms и рассчитываются ионизационные потери на длине lrad , 
производится замена l l lsc sc� � rad, разыгрываются новое значение lrad и, главное, энергия испущенного 
фотона. С этой целью дифференциальное сечение излучения представляется в форме функции
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в работе [21, sect. 8.2.2]. Далее разыгрывается значение введенного параметра x er x= 1 0ln
, где r1 – случай-

ное число. При выполнении условия r
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, где r2 – другое случайное число, значение x используется 

для расчета энергии гамма-кванта w = xt, определяющей также кинетическую энергию испустившей 
его частицы t – w. Если же последнее неравенство не выполняется, разыгрывание энергии излученного 
гамма-кванта повторяется до его успешной реализации. 

Помимо энергии фотона, разыгрывается отклонение частицы при его испускании. Для этого генери-
руется сначала случайная величина
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а затем параметр
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определяющий величину � �� mu , которая используется далее в качестве полярного угла рассеяния при 
выполнении условия θ ≤ π. В противном случае повторяется его разыгрывание с использованием фор-
мул (4) и (5). Азимутальный угол рассеяния равномерно разыгрывается на интервале от 0 до 2π.

Рождение пар. Моделирование рождения пары также начинается с разыгрывания длины пробега гамма-
кванта по формуле, аналогичной выражениям (2) и (3), с использованием полного сечения. Поскольку 
каскадные процессы исследуются на практике в кристаллах небольшого числа химических элементов, 
вместо параметризации сечения рождения пары по атомному номеру [18, sect. 6.5.1] также используются 
исходные данные [22] для рассматриваемых элементов. Остановимся на моделировании распределения 
энергии в паре, существенно различающемся для когерентных и некогерентных процессов. В аморфном 
веществе это распределение является симметричным и описывается дифференциальным сечением
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где e – энергия произвольной частицы пары. Функции � �1 2� �� � � �,  и F Z� � приведены в руководстве 
пользователя Geant4 [15; 21], а коэффициенты A1, A2 введены для сокращенной записи выражения (6), 
детальный вид которого нам не понадобится. Поводом для упоминания здесь явных выражений (7) и (8) 
является следующее обстоятельство: как наши выкладки, так и сравнение результатов численных рас-
четов с графиками классической монографии [23] указывают на то, что знак «минус» перед дробью 1

2
 

в выражении (8) в обеих версиях руководства пользователя Geant4 [15; 21] ошибочен, а «правильный» 
спектр [23] удается воспроизвести только после его исправления на стоящий в формуле (8) знак «плюс».

Выражение (6) также позволяет пояснить, что энергия выбранной частицы пары разыгрывается пос-
ле вероятностного выбора первого либо второго слагаемого в квадратных скобках по соответствующей 
ему формуле
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или
 � � �� � �� �min min, ,0 5 r  
где r – псевдослучайное число. Наконец, полярный угол θ вылета частицы относительно направления 
импульса родительского фотона разыгрывается с использованием алгоритма [21]
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где r1, 2, 3 – также псевдослучайные числа. Азимутальный угол вылета рождающихся частиц по-прежнему 
равномерно разыгрывается на интервале от 0 до 2π.

Последовательность моделирования процессов  
в электромагнитном ливне

При моделировании развития высокоэнергетического электромагнитного ливня, образуемого про-
цессами излучения и рождения пар, записываются координаты точек испускания, энергии и направления 
импульса гамма-квантов, излучаемых исходными либо рождающимися электронами и позит ронами, 
а также аналогичные характеристики электронов и позитронов, рождаемых падающими или излученными 
ранее гамма-квантами, как это иллюстрирует блок-схема на рис. 1. Сохраненные данные используются 
для моделирования образования пар, рассеяния, ионизационного торможения и излучения вторичных 
электронов и позитронов, а также рождения пар излученными гамма-квантами вплоть до завершения 
прослеживания траекторий электронов и позитронов и исчерпания списка сохраненных гамма-квантов 
с энергиями, превышающими определенный порог, который чаще выбирается в области десятков – сотен 
мегаэлектронвольт. Данная последовательность действий одинакова для аморфного вещества и кристалла.

Рис. 1. Блок-схема алгоритма моделирования электромагнитного ливня
Fig. 1. Flow chart of the electromagnetic shower simulation algorithm
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Цикл моделирования начинается с запуска частицы, падающей на кристалл, – электрона (IZ0 = –1), 
позитрона (IZ0 = +1) или гамма-кванта (IZ0 = 0). В первых двух случаях проводится моделирование 
движения с учетом рассеяния, ионизационных потерь и излучения. При этом Ng испущенным гамма-
квантам присваиваются номера Ig = 1, 2, …, Ng и в памяти сохраняются энергия � �I� �, продольная 
координата точки испускания z I� �� � и поперечные компоненты скорости v Ix �� �, v Iy �� � каждого кванта. 
Также для соответствующего прослеживания частиц, падающих на кристалл и рождающихся в нем, 
вводится параметр IP. Для первых частиц он полагается равным нулю, а для вторых частиц задается 
способом, описанным ниже.

Если начальной частицей является гамма-квант (IZ0 = 0), то осуществляется переход к моделирова-
нию рождения пары с увеличением номера Ig рассмотренных квантов на единицу. Аналогичный пере-
ход осуществляется также после завершения моделирования движения и излучения электрона и по-
зитрона предыдущей пары при наличии квантов для обработки (Ig < Ng ). В отсутствие же излученных 
квантов (Ng = 0) или по завершении их рассмотрения (Ig = Ng ) после окончания моделирования траек-
торий электрона и позитрона последней пары выполняется переход к следующей начальной частице.

При моделировании рождения пары очередным квантом энергии � �I� � его вероятность, дифферен-
циальная по энергии ε одной из частиц пары с зарядом IZ ⋅ e, используется для разыгрывания рас-
пределения энергии в паре. Затем рассчитывается интегральная вероятность W IPP � �� �� � и разыгры-

вается координата точки рождения пары z z I r
W I

PP

PP

� � � � � �� �� �
��

ln
, где r – случайное число. При выходе 

этой координаты за пределы кристалла (zPP ≥ lcr ) энергия и поперечные компоненты скорости кванта 
сохраняются для последующего анализа и использования характеристик излучения, покинувшего кри-
сталл. Далее в случае исчерпания списка сохраненных характеристик излученных гамма-квантов (Ig = Ng ) 
осуществляется переход к следующей начальной частице. В противном случае (Ig < Ng ) моделируется 
рождение пары следующим квантом из списка.

При попадании же точки рождения пары внутрь кристалла (zPP < lcr ) моделируются стартующие из 
этой точки движение и излучение частиц родившейся пары, заряд IZ ⋅ e и энергия e одной из которых 
уже были разыграны при вычислении вероятности рождения пары. Для управления переходом к модели-
рованию движения второй частицы пары и последующим переходом к разыгрыванию рождения пары 
следующим квантом введенный выше параметр IP изначально полагается равным единице. На этом же 
шаге задаются поперечные компоненты скорости частицы v v Ix x x� � � �� � � , v v Iy y y� � � �� � �  в точке 
рождения пары z z I� � �� � , которые складываются из компонент скорости фотона и отклонений от них 
θx, θy, приобретаемых при рождении. При рассмотрении кристалла также проводится разыгрывание 
поперечных координат точки рождения пары, не отображенное на рис. 1. Далее, как и в случае паде-
ния заряженных частиц на кристалл, проводится моделирование движения частиц, рожденных внутри 
него, с учетом рассеяния, ионизационных потерь и излучения и в памяти сохраняются энергии � �I� �, 
координаты точек испускания z I� �� �  и поперечные компоненты скорости v Ix �� �, v Iy �� � всех Ng испу-
щенных гамма-квантов, которым присваиваются номера Ig = 1, 2, …, Ng. Увеличение параметра IP до 
двух после завершения моделирования траектории первой частицы пары обеспечивает переход к моде-
лированию траектории второй частицы пары, начинающемуся с изменения заряда (IZ = –IZ) и энергии 
( ),� � ��� � � �N  возврата к начальной координате z z I� � �� �  и нового задания поперечных компонент 
скорости v v Ix x x� � � �� � � , v v Iy y y� � � �� � � . Увеличение значения параметра IP до трех по окончании мо-
делирования прохождения через кристалл второй частицы пары обеспечивает переход к рассмотрению 
следующего гамма-кванта. При этом номер Ig рассмотренного кванта сравнивается с полным количе-
ством Ng квантов в списке. В случае Ig < Ng осуществляется переход к моделированию рождения пары 
этим гамма-квантом, а в случае Ig = Ng – переход к рассмотрению новой начальной частицы, завершаю-
щий цикл моделирования, порожденный предыдущей начальной частицей.

Примеры расчетов ливневых процессов
В качестве весьма актуального примера рассмотрим излучение электронов с начальной энергией 6 ГэВ 

в кристалле вольфрама, лежащее в основе увеличения выхода гамма-квантов в источнике позитронов 
повышенной интенсивности, разрабатываемом с нашим участием в Европейском центре ядерных иссле-
дований [13]. Как было отмечено выше, интенсивность когерентного излучения в полях атомных цепочек 
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сравнивается с интенсивностью некогерентного излучения при энергии eeq, составляющей 0,5–1,0 ГэВ для 
цепочек с наименьшими межатомными расстояниями и амплитудами тепловых колебаний и 1,0–1,5 ГэВ 
и более для остальных цепочек. При энергиях e < eeq ∼ 1 ГэВ отношение когерентного вклада в интен-
сивность излучения к некогерентному вкладу убывает как отношение eeeq

, вследствие чего область учета 

когерентных эффектов в излучении естественно ограничить энергией Eth, в несколько раз меньшей энер-
гии eeq. Спектральные распределения энергетических потерь электронов в миллиметровом кристалле 
вольфрама, рассчитанные при значениях граничной энергии Eth, равных 0,5; 0,2 и 0,05 ГэВ, приводятся 
на рис. 2.

Сравнение приведенных распределений, равно как и спектров излучаемых фотонов, рассчитанных при 
различных значениях граничной энергии Eth, показывает, что переход между значениями 0,2 и 0,05 ГэВ 
вызывает заметно меньшее изменение указанных распределений, чем переход между значениями  
0,5 и 0,2 ГэВ, иллюстрируя сходимость результатов моделирования при уменьшении граничной энергии Eth, 
и обосновывает выбор значения Eth ≈ 0,2 ГэВ для дальнейшего моделирования реальных установок. 

На рис. 3 представлена спектральная интенсивность излучения электронов с начальной энергией 
6 ГэВ в миллиметровом кристалле вольфрама вместе со спектральной интенсивностью излучения в мил-
лиметровой мишени из аморфного вольфрама. Их сравнение позволяет убедиться в том, что переход 
на кристаллический радиатор позволит увеличить выход гамма-квантов в широком диапазоне энергий 
в 6 раз и более. При этом важнейшей особенностью спектра излучения в кристалле является его выход на 
плато в играющей центральную роль при получении позитронов области энергий фотонов 100–200 МэВ, 
что принципиально отличает кривую, представленную на рис. 3, от кривых, приведенных на рис. 1 и 3 
в работе [24]. Это отличие связано с принципиальной необходимостью рассмотрения реальной протя-
женности области формирования излучаемых квантов на мягком конце спектра излучения [18]. 

В качестве примера масштабного применения развитого подхода рассмотрим ливень, инициируемый 
гамма-квантами с энергией 1 ТэВ (1012 эВ) в сантиметровом кристалле вольфрама, также ориентированном 
вдоль оси <111>. Усредненно развитие ливня по всей длине сантиметрового кристалла (1 см соответствует 
примерно 2,86 X0 ) характеризуется примерно 10 эффективными радиационными длинами (рис. 4). Поч-
ти десятикратное возрастание интенсивности излучения и вероятности рождения пар приводит к тому, 
что при энергиях 0,1–1,0 ТэВ на 1 см кристалла укладывается около 30 эффективных радиационных 
длин, вследствие чего средние энергии частиц ливня успевают уменьшиться до нескольких десятков 

Рис. 2. Распределение энергетических потерь электронов  
с начальной энергией 6 ГэВ в миллиметровом кристалле вольфрама,  

ориентированном вдоль оси <111>, при значениях энергии Eth перехода  
от детального расчета вероятности излучения по формулам Байера – Каткова  

к ее расчету по формуле Бете – Гайтлера, равных 0,5; 0,2 и 0,05 ГэВ
Fig. 2. Distribution of energy losses of electrons  

with 6 GeV initial energy in the millimeter-thick tungsten crystal oriented  
along the <111> axis at values of the transition energy Eth  

from the detailed calculation of the radiation probability using the Bayer – Katkov formulas  
to the calculation using the Bethe – Heitler formula equal to 0.5; 0.2 and 0.05 GeV
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гигаэлектронвольт на длине порядка 2 мм. При этом высокая скорость радиационных потерь энергии не 
позволяет заметно проявиться эффекту деканалирования. Кроме того, последний ослабляется, а излуче ние 
электронов усиливается вследствие эффекта радиационного охлаждения [25; 26]. В подобных условиях 
энергетические потери электронов заметно превосходят таковые позитронов, что приводит к отраженно-
му на рис. 4 превышению количества позитронов с энергией несколько гигаэлектронвольт и более над 
количест вом электронов. Как видно из рис. 4, в условиях трудоемкого прослеживания многочисленных 
траекторий электронов и позитронов большой длины в диапазоне энергий от сотен гигаэлектронвольт до 
сотен мега электронвольт приемлемой статистики в области энергий порядка 10 ГэВ и выше набрать не 
удается. Однако этого нетрудно достичь, повысив соответствующим образом нижнюю границу энергий, 
при которой прекращается моделирование.

Рис. 3. Спектральное распределение фотонов, излученных электронами  
с начальной энергией 6 ГэВ в миллиметровом кристалле вольфрама,  

ориентированном вдоль оси <111> (сплошная линия),  
и миллиметровой аморфной вольфрамовой мишени (пунктирная линия)

Fig. 3. Spectral distribution of photons emitted by electrons  
with 6 GeV initial energy in the millimeter-thick tungsten crystal  

oriented along the <111> axis (solid line)  
and the millimeter-thick amorphous tungsten target (dashed line)

Рис. 4. Энергетические распределения электронов и позитронов  
электромагнитного ливня, инициированного гамма-квантом с энергией 1 ТэВ  

в сантиметровом кристалле вольфрама, ориентированном вдоль оси <111>
Fig. 4. Energy distribution of electrons and positrons  

in the electromagnetic shower initiated by the 1 TeV gamma-quantum  
in the centimeter-long tungsten crystal oriented along the <111> axis 
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При энергиях несколько гигаэлектронвольт типичное отклонение электронов и позитронов на ра-
диационной длине вследствие рассеяния на ядрах уже превышаeт угол каналирования и достигает ха-

рактерного угла Vm
0 , что приводит к ослаблению излучения электронов и выравниванию радиационных 

потерь электронов и позитронов. При дальнейшем понижении энергии большинство электронов и по-

зитронов отклоняются на углы, превышающие угол Vm
0  в несколько раз, и роль когерентных эффектов 

в рассеянии, излучении и рождении пар становится второстепенной, что и позволяет перейти к моде-
лированию завершения развития электромагнитного ливня методами, разработанными для аморфной 
среды в рамках набора программных инструментов моделирования Geant4 [14; 15]. 

Заключение
Таким образом, нами разработана гибридная программа, сочетающая моделирование когерентно 

усиленных процессов рассеяния, излучения и рождения пар в кристаллической решетке при высоких 
энергиях и малых отклонениях импульсов частиц от главного кристаллического направления с моде-
лированием аналогичных процессов в приближении аморфной среды при низких энергиях и больших 
отклонениях импульсов частиц. Программа может быть использована как для внедрения уточненных 
теоретических подходов в будущем, так и для проведения надежных расчетов в настоящее время. 

В рамках развития новых подходов на очереди стоит задача перехода к выражениям, учитывающим оста-
точные ориентационные эффекты при больших отклонениях от главных кристаллических осей на уровне 
поправок к формулам теории Бете – Гайтлера. Значительное количество и протяженность траек торий ставят 
задачу разработки приближений, позволяющих существенно понизить трудоемкость рас четов по фор-
мулам теории когерентного тормозного излучения и образования пар. При получении подобных формул 
можно воспользоваться усреднением по значительным интервалам направлений движения. Кроме того, 
следует учесть возможность попадания частиц в условия плоскостного каналирования, сохраняющуюся 
и при больших углах падения на ось. 

В существующем же виде в зависимости от соотношения угла падения на ось yBK, ограничивающего 

область применения формулы Байера – Каткова, и характерного угла Vm
0  программа может быть исполь-

зована как для быстрой демонстрации роли когерентных эффектов в развитии высокоэнергетических 
электромагнитных ливней, так и для детальных расчетов с контролируемой точностью. В первом слу-

чае угол yBK может составлять 2–3 угла Vm
0 , что соответствует примерно 5 мрад в вольфраме и 1 мрад 

в кремнии и алмазе. Для более точных расчетов и проверки сходимости результатов следует выбирать 

угол yBK, равный 5–10 углам Vm
0 , что соответствует 10–20 мрад в вольфраме и 3–5 мрад в кремнии 

и алмазе.
Внедрение нами адаптированных процедур Geant4 в программу моделирования радиационных про-

цессов в кристаллах было продиктовано большей сложностью и трудоемкостью последней по сравне-
нию с Geant4. При решении же задач детального моделирования работы сложных экспериментальных 
установок рациональнее, наоборот, включать алгоритмы моделирования радиационных процессов в кри-
сталлах в Geant4 [27], используя изложенный нами подход для дальнейшей разработки и тестирования 
внедряемых процедур. 
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ВРАЩАТЕЛЬНЫЙ РЭТЧЕТ,  
УПРАВЛЯЕМЫЙ ДИХОТОМНЫМ ИЗМЕНЕНИЕМ  

ОРИЕНТАЦИЙ ПРИЛОЖЕННОГО ПОЛЯ
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Аннотация. Рассмотрено однонаправленное вращение полярного ротора (вращательный рэтчет) в потенциале 
заторможенного вращения, управляемое дихотомными флуктуациями ориентаций электрического поля. Проведен 
анализ симметрии, который показал отсутствие рэтчет-эффекта при нечетном количестве ям потенциала затор-
моженного вращения, а также при четном количестве ям потенциала заторможенного вращения, когда средний 
угол флуктуирующих ориентаций электрического поля совпадает с осями симметрии потенциала заторможенного 
вращения. Получены аналитические выражения для средней скорости вращения ротора в двухъямном потенциале 
заторможенного вращения в низкотемпературном адиабатическом приближении, когда происходит прыжковое 
вращение и в каждом состоянии дихотомного процесса успевает установиться термодинамическое равновесие, 
а также в высокотемпературном приближении при произвольных частотах флуктуаций, когда тепловая энергия 
много больше барьера переориентаций потенциала заторможенного вращения и энергии взаимодействия диполь-
ного ротора с электрическим полем. Показано, что в обоих случаях максимальная скорость вращения достигается 
при больших электрических полях, флуктуирующих по знаку, и имеет колоколообразную форму в зависимости от 
амплитуды угловых флуктуаций, ширину которой и наличие плато можно регулировать средним углом флуктуаций. 
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Зависимость скорости вращения от частоты флуктуаций также имеет колоколообразную форму, широкую для сто-
хастических дихотомных флуктуаций и узкую для детерминистических дихотомных флуктуаций, с одинаковыми 
линейными низкочастотными асимптотиками.

Ключевые слова: вращательный рэтчет; заторможенное вращение; диффузионный транспорт; адиабатические 
броуновские моторы; дихотомный процесс; гармонические флуктуации.
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IN APPLIED FIELD ORIENTATIONS

I. V. SHAPOCHKINAa, b, V. M. ROZENBAUM a, b

aBelarusian State University, 4 Niezaliezhnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus 
bJoint Institute of Dalian Polytechnic University and Belarusian State University,  

1 Qinggongyuan, Dalian 116034, China
Corresponding author: I. V. Shapochkina (shapoch@mail.ru)

Abstract. We explore the unidirectional rotation of a polar rotor (rotational ratchet) in a hindered-rotation potential (HRP), 
controlled by the dichotomous fluctuations of the orientation of the electric field. A symmetry analysis is carried out, which 
shows the absence of the ratchet effect for either an odd number of wells of the HRP or for an even number of wells if the 
average angle of the fluctuating orientations of the electric field coincides with any symmetry axes of the HRP. Analytical 
expressions are obtained for the average rotation velocity of the rotor in the double-well HRP in the low-temperature 
adiabatic approximation, when the hopping rotation occurs and thermodynamic equilibrium has time to be established 
in each state of the dichotomous process, and in the high-temperature approximation at arbitrary fluctuation frequencies, 
when the thermal energy is much greater than both the reorientation barrier of the HRP and the energy of the dipole rotor – 
electric field interaction. We showed that the maximum rotation velocity is achieved at large electric fields that fluctuate 
in sign, and the dependence of the rotation velocity on the amplitude of the angular fluctuations is bell-shaped, the width 
of which and the presence of the plateau can be tuned by the value of the average fluctuation angle. The dependence of the 
ro tation velocity on the fluctuation frequency is also bell-shaped, wide for the stochastic fluctuations and narrow for 
the de termi nistic dichotomous ones, with the same linear low-frequency asymptotics.

Keywords: rotational ratchet; hindered rotation; diffusion transport; adiabatic Brownian motors; dichotomous process; 
harmonic fluctuations.
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Introduction
Ratchet systems (also called Brownian motors) include nanomachines that, under the influence of various 

nonequilibrium fluctuations, convert a chaotic Brownian motion into a translational, reciprocating or rotatio nal 
motion [1–8]. In natural systems, ratchets provide contractile activity of tissues (muscular activity), cell mo-
tility (e. g., the motility of bacterial flagella), and intra- and intercellular transport of organelles and relatively 
large particles of substances (cell nutrition and waste disposal). Current knowledge shows that biomolecules 
that control a number of intracellular fundamental processes have one common feature, namely, they all re-
spond to energy absorption or energy dissipation by changing their conformation and, hence, their physical 
shape in one plane. Cyclically repeated single-plane changes in their shapes cause a unidirectional, linear or 
rotational, motion in molecules and the associated processes, that are controlled by this motion; this is the basis 
of mechanical activity and work performed within cells [9].

Moving on to the consideration of rotational ratchets, note that the difference between molecular motors 
(or ratchets) and molecular rotors is that the former exhibit unidirectional rotation while the latter may randomly 
rotate in any direction. A molecular rotor is usually understood to mean a molecular system in which a molecule 
or part of a molecule (the rotor or rotator proper) rotates against another part of the molecule or against a macro-
scopic entity such as a surface or a solid (stator). Rotation of the rotor can occur freely (without a ro tational 
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potential) or by thermally activated jumps (hindered rotation) in the presence of an N-well rotational potential, 
where the value of N corresponds to the order of the rotation axis and is determined by the symmetry of the 
stator [10; 11]. A powerful tool for analysing the local environment of a surface molecular rotor is scanning 
tunneling microscopy (STM) [12]. For example, the tert-butyl groups on an Au(111) surface are characterised 
by a rotational potential with N = 12 [13], whereas a single acetylene (C2H2 ) rotor on an achiral PdGa(111) 
surface is in a potential with N = 6 [14]. Asymmetry in the potential energy landscape is commonly achieved 
by adsorbing chiral molecules on achiral surfaces or by the electric field generated by the STM tip at a certain 
position relative to the rotor (see reference [14] and supplementary materials for it).

Hindered rotational motion is also typical of chemisorbed polyatomic molecules or polyatomic groups tightly 
bound to a surface through one atom, whereas other atoms can have several equilibrium positions in the potential 
induced by the nearest substrate atoms. For example, for hydroxyl groups strongly bonded by an oxygen atom 
to a surface atom forming an oxide, the equilibrium positions of the hydrogen atom are determined by a radial 
distance of 1 Å relative to the oxygen atom, a polar angle of about 90°, and N values of the azimuthal angle 
corresponding to N symmetric wells of the hindered-rotation potential (HRP). The number N is one unit less 
than the valence of the surface atom forming the oxide and is equal to the number of symmetrically located 
oxygen atoms of the substrate closest to the hydroxyl group in question [15; 16].

First nanomachines in which unidirectional rotation occurred under the influence of light were construc ted in 
the late 1990s by the scientific team of professor B. L. Feringa [17]. Further, the efficiency of those light-driven 
machines increased significantly [18]. In the experiment published in [14], a system was also considered in 
which the rotor was an acetylene molecule C2H2, and the stator was a cluster of three palladium atoms on the 
surface of a palladium – gallium crystal PdGa(111) with broken rotational symmetry. The unidirectional rotation 
of the acetylene molecule occurred due to the quantum tunneling effect in a scanning tun neling microscope. 
The rotational symmetry can also be broken with the fluctuating electric field itself, the orientation of which does 
not coincide with the symmetry axes of HRP [19]. This result was obtained using the low-temperature kinetic 
approach, in which the particle motion in a periodic N-well potential relief is reduced to a hopping overcoming 
the potential barriers. One more simplification of the consideration performed in reference [19] was the use 
of the second-order perturbation theory in a small alternating electric field E t E t� � � 0

cos�  (E0 and w are the 
amplitude and frequency of the field change with time t, respectively). It turned out that, with the mentioned 
simplifications made, the ratchet effect occurs only at N = 2 and at the orientations of the electric field different 
from the orientations of the axes of the potential wells and barriers. The analysis of the ratchet driven by the adi-
abatic dichotomous arbitrary-amplitude fluctuations of the electric field E t E� � � �  characterised by an arbitrary 
angle jE to a symmetry axis of the HRP, showed the presence of the ratchet effect at even values N > 2 [20].

In contrast to the previous approaches to describing rotational ratchets, this article considers systems with 
dichotomous change in the orientations of the applied electric field themselves. The use of the low-temperatu re 
and high-temperature approximations leads to the analytical expressions for the average rotation velocity, the 
analysis of which provides the comprehensive information about the properties of the system not only at arbi-
trary, relative to the thermal energy, energies of the interaction of the rotor with the fluctuating electric field, 
but also at arbitrary fluctuation frequencies.

It should be noted that modern electron beam lithography [21] allows the formation of systems of closely 
spaced nanoelectrodes, the switching of electrical potentials between which ensures the creation of electric fields 
of a given intensity and direction. For example, in reference [22] the formation of structures consisting of two, 
four, six, and eight electrodes converging into a nanoscale region was reported. The dichotomy of the process is 
an essential simplification of the description and, in addition, gives a significant increase in the average rotation 
velocity at low frequencies of the potential switching.

N-well HRP in an external electric field
Let’s consider a flat polar rotor in an N-well HRP, one of the wells of which is oriented along the axis x of 

a 2D coordinate system. Let the rotor be characterised by a dipole moment m and be placed in an external elect-
ric field of a magnitude E, the orientation of which fluctuates in the plane of the rotor rotation and is specified 
by the values of two azimuthal angles j+ and j– (the case of dichotomous fluctuations). Then the potential 
energy of the rotor in the states «plus» and «minus» of the dichotomous process is represented as

 U U N E�
�� � � � ��

�
�

�
�
� � �� �� � � � �

2
cos cos ,  (1)

where DU is the energy barrier of the HRP. 
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The potential energy (1) can be rearranged to the standard additive-multiplicative form of the potential 
energy of a pulsating ratchet:
 U x t u x t w x, ,� � � � � � � � � ��  (2)
in which the time function � t� � plays the role of a fluctuation variable with the zero mean � t� � � 0, while 
u x� � and w x� � are periodic functions of the particle coordinate x, that describe the average potential energy 
and its fluctuating component, respectively [23]. In the case of dichotomous fluctuations, the dependence � t� � 
can be represented as a switching, either random or deterministic, of its values between +1 and –1. For the rota-
tional motion, the coordinate is the angular variable j. Therefore, the potential energy U x t,� � can be attributed 
to states «plus» or «minus» of the dichotomous process characterised by the variable � t� � � �1 and denoted as 
U � � �� . It is clear that for relations (1) and (2) to be equivalent, the functions u x� � and w x� � with x = j must be

 

u U N E

w E

� � � � � �

� � � � �

� � � ��
�
�

�
�
� � �� �

� � � � �

�
2

1 0

1 0

cos cos cos ,

sin sin �� �

�
�

�
�� � � �

,

, .�
� �

�
� �

0 1
2 2

 (3)

Note that in the particular case � �
1
2

� , the values of the angles j+ and j– differ by π. This corresponds 

to the sign fluctuations of the electric field oriented at an angle jE to the axis x. Then jE = j+, � � �
0

2
� �E , 

sin cos ,� � � ��� � � �� �0 E  and we obtain that the average potential energy u U N� �� � � ��
�
�

�
�
�

�
2

cos  is inde-

pendent of the applied electric field while its fluctuating part w E E� � � �� � � � �� �cos  becomes equal to the 
interaction energy of the polar rotor with the external electric field of the orientation jE (the second term of 
equation (1)). The behaviour of rotor systems with the sign fluctuations of the applied electric field have been 
analysed in a number of works [13; 14]. This work differs from those previous studies by considering the ge-
neral case when it is not the sign that fluctuates, but the electric-field orientations themselves, i. e. the para-
meter j1 is arbitrary.

Besides the energy parameters, DU and m E, the potential energy (1) is characterised by the number N of azi-
muthal potential wells and the parameters j0 and j1, that specify the average angle of the fluctuating orienta-
tions of the electric field and the fluctuation amplitude, respectively. We should exclude from the consideration 
the parameters’ values that make the ratchet effect impossible. First of all, we exclude the values at which there 
are no fluctuations (i. e. w �� � � 0), namely, m E = 0 and j1 = 0; here and hereafter we do not mention the trivial 
values, such as, for example, the value j1 = π that corresponds to the difference � � �� �� � 2 .

Next, we do not need the values that are prohibited by the symmetry restrictions. Such prohibitions cover the 
potential energies that are described by shift-symmetric or symmetric periodic coordinate functions [2; 24–27]. 
For periodic potential energies U x L U x� ��� � � � � (L is the period) associated with the two states of the dicho-
tomous process, the shift-symmetric and symmetric functions are defined by the following identities:

 U x L U x U x x U x xsh sh s s s s
� � � ���
�
�

�
�
� � � � � �� � � � �� �
2

, ,  (4)

where xs is the location of the symmetry axis. An additional symmetry prohibition exists in ratchet systems 
with the time dependence of the particle potential energy (2) specified by the function � t� � that belongs to the 
universal symmetry type [26]. For a symmetric dichotomous process (equal durations of the states «plus» and 
«minus»), this additional symmetry property corresponds to � t� � � �1 with � t� � � 0 and is specified by the 
following identity:
 U x x U x x� �� � � � �� �s s



.  (5)
In our model, for which the coordinate is the angular variable j, the functions under consideration have the 
natural period 2π, L = 2π. Since U U� ��� � � � � �� � �  for odd N, the first of the properties (4) leads to the ab-
sence of the ratchet effect when the number of wells of the HRP is odd.

The potential energy (1) will satisfy the second identity in the pair (4) if both u �� � and w �� � are symmetric 
with the same symmetry axis specified by the angle js. Since the parameters DU and m E are arbitrary, the func-
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tion u �� � is symmetric for � �
s �

q
N
, q N� � �0 1 1, , , , if either � �

1
2

�  or � �
1
2

�  with sin .� �
s
�� � �0

0  In turn, 

the function w �� � is symmetric if cos .� �
s
�� � �0

0  Since the conditions sin � �
s
�� � �0

0  and cos � �
s
�� � �0

0 
cannot be simultaneously satisfied, the only case when the two functions u �� � and w �� � are symmetric toge-
ther is specified by the equations � �

1
2

�  and cos .� �
s
�� � �0

0

To satisfy the identity (5), the functions u �� � and w �� � must be symmetric and antisymmetric, respecti-
vely, with the same symmetry axis js. This is realised when sin .� �

s
�� � �0

0  Summarising, from the above 
symmetry analysis, it follows that, at arbitrary amplitude j1 of the orientation fluctuations, the ratchet effect 
is impossible for an odd number of wells of the HRP, as well as for an even number of wells, if the average 
angle j0 of the fluctuating orientations of the electric field coincides with any of the symmetry axes of the HRP 
�

�
s �

q
N
, q N� � �0 1 1, , , , which are oriented along the extrema of this potential.

Hopping rotation in a double-well HRP
At thermal energies kBT (kB is Boltzmann constant, T is the absolute temperature) that are low compared to 

the reorientation barrier DU, the main contribution to the unidirectional rotation of the rotor is made by the hop-
ping rotation. The description of such a rotation is simplified by the fact that the rotation parameters include the 
rate constants of transitions between the particle states in neighbouring potential wells [19; 28], i. e. the rate 
constants for overcoming the potential barriers that separate these wells. Therefore, we can take into account 
not only thermally activated overcoming the potential barriers, but also tunneling, which occurs at tempera-
tures close to the absolute zero and, thus, to study ratchet systems in a wide temperature range with both the 
classical and quantum descriptions [29; 30].

Using the results of reference [31], the authors of reference [20] obtained an expression for the average 
rotation velocity W of the ratchet driven by the adiabatic alternation of two periodic N-well potential re-
liefs (states «plus» and «minus») characterised by the sets of minimum and maximum energy values v nmin,

±  
and v nmax, ,

±  respectively, corresponding to the same angular coordinates jmin, n and jmax, n (n = 1, 2, …, N, 
0 0 1 1 2� � � � �� � � �min, max, min, max,  � � � ��� � � �min, max, min, ).N N N1 2  The adiabatic alternation is under-
stood as such an alternation when the time intervals between the switching potential reliefs (t+ and t– ) are 
so long that the thermodynamic equilibrium has time to be established in each of them. The average angular 
velocity W is expressed through the nested sums of the functions R nmax,

±  and R nmin,
±  that depend on the sets of 

minimum and maximum energy values as follows:
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 (6)

where � � �� �� � is the period of the potential relief alternation, � � � ��k T
B

1 is the reverse thermal energy.
The analysis of the relations (6) for the rotor in the N-well HRP with dichotomous sign fluctuations of the 

external electric field ( , )� � � � �� �� � �E E  showed that the ratchet effect existed for even values of N, and 

the average angular velocity was proportional to � �N
ENsin � � at � ��� E =1 and tended to 2�� ��

�
�

�
�
� � �sin N E  

at e
N 2

1? . The ratchet effect of the highest intensity was associated with N = 2. That is why we will consider 

just the case N = 2 in our analysis of the rotational ratchet with the dichotomous fluctuations of electric-field 
orientations.

When the inequality �E U= �  is satisfied, we can assume that the values of the angles � �min, n n� �� �1  

and � �max, n n� ��
�
�

�
�
�
1

2
 (n = 1, 2) approximately correspond to the angular locations of the minima and maxima 

of the potential (1) with N = 2, and

 v U E v U En
n

n
n

min, max,cos , cos .
�

�
�

�� � � �� � � � �� �� �
2

1
2

1� � � �  (7)
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Substituting expressions (7) into the relations (6) for R nmin,
±  and R nmax,

±  with n = N = 2 gives 

 R e R e Emin,
cos

max,
sin

, , .2
2

1

2
2

1

1 1
� � � � �

� �� � � �� � �� �� � � � � ��  (8)

Thus, using (8) and the identity 1 1

2

2
1

�� � �
��

e aa tanh
, we finally get

 �2
1

4
� � � � � ��� �� � � � �� � � �tanh sin tanh sin tanh cos tanh cos� � � � � � � � ���� �� ,  (9)

which is the ratchet velocity up to the constant factor 2�� .
Note that in the adiabatic mode of the motion, the average angular velocity does not depend on the barrier 

DU of the HRP. Therefore, the result (9), obtained for �E U= � , can be used for both small and large values 
of the energy parameter e. The quantity (9) vanishes when either sin sin� �� ��  or cos cos .� �� ��  This means 
that the average orientation angle j0 is equal to either 0 or π

2
; these values coincide with the orientations of the 

electric field either along the minima or along the maxima of the HRP. This result coincides with the result of 
the general symmetry analysis carried out at the beginning of our article.

Figure 1 represents two families of functions �
2 1
�� � evaluated for two different values of the average orientation 

angle j0 and corresponding to several values of e. The highest average angular velocity can be achieved at � �
0
4

�  
(solid lines), when this average orientation of the fluctuating electric field provides large simultaneous fluctuations 
of the maxima and minima of the potential energy. The location of the maxima of each family of functions �

2 1
�� � 

correspond to the amplitude of the orientation fluctuations � �
1
2

� , i. e. to the sign fluctuations of the electric field.

Note that the value of L2 is bounded from above by the value 1, i. e. the maximum possible average angular 
velocity is equal to 2�� . This value is achieved at large e and � �

1
2

� . The width of the plateau can be tuned 
with the parameter j0. The width of the plateau, which exits at large e, decreases with the decrease of j0 from 
the value π

4
.

The asymptotic behaviour of the average angular velocity at low electric fields follows from the expres-
sion (9) at e = 1:
 � � �� � � �2 2

1 0
2sin sin .  (10)

The angular dependences of this asymptotics turn out to be the same as in the high-temperature approximation 
considered in the next section.

Fig. 1. The dependence of the average velocity W of the rotation ratchet (in units 2�� )  on the amplitude j1 of the angular fluctuations of the electric field.  
The values of e are indicated near the curves.  

The solid and dashed curves correspond to the values  
of the average orientation angle j0 equal to π

4
 and π

20
, respectively
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Continuous rotation in the high-temperature mode
The high-temperature approximation implies that the potential energy of a pulsating ratchet fluctuates with 

coordinate and time such that the fluctuation amplitude is much less than the thermal energy kBT. This helps one 
to obtain analytical representations for the average velocity of the ratchet in the general case of arbitra ry forms 
of those coordinate and time dependences [32–34]. The choice of the potential energy fluctuations in the form of 
a spatially harmonic signal, i. e. as

 w x w x
L

� � � ��
�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
�0 0

2cos � �  (11)

essentially simplifies the description. Then, assuming (11) and arbitrary functions u x� � and � t� � (with � t� � � 0) 
in the additive-multiplicative potential energy (2), the average ratchet velocity can be represented as [35]
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Here �D
L
D

�
2

 is the characteristic diffusion time (D is the diffusion coefficient) over the potential energy peri-

od L, and K s� � � is the Laplace transform of the correlation function K t� � �, that depends on both the current 
time t and the inverse correlation time G. Due to the spatially harmonic shape of the potential energy fluctua-
tions w x� �, the average velocity of such a ratchet depends only on the second harmonic u2 of the function u x� �. 
The importance of the result (12) is that, within the high-temperature approximation, it is valid for arbitrary 
time dependences of potential energy fluctuations described by the function � t� �.

Note that potential energy fluctuations in the form of a spatially harmonic signal were considered in referen-
ces [27; 36] to describe ratchets with a sawtooth and step function u x� �. In this work, the function u �� � in-
cludes the HRP, and the function w �� � (see the expression (3) valid for dichotomous fluctuations of the angu-
lar variable) exactly corres ponds to the spatially harmonic signal (11) with  x = j, L = 2π, 2

2
0 0�� � �� � , 

cos sin ,2 0 0� � � �x
L
��

�
�

�
�
�

�

�
�

�

�
� � � ��   and w E

0 1
� � �sin . The second harmonic of the function u �� � from equa-

tion (3) is equal to u U
2

4
� �

�
, so Im sin sin .u e U Ui

2

4

0 0
0

4
4

4
2

� � �� �� � � � � � � � �� �  Therefore, the expression (12) 

for the average angular velo city of the rotational ratchet driven by the dichotomous fluctuations takes on the follo-
wing form:

 � � � �� �
�
�

�
�
�

1

4
2

2 2

1 0
� � � �U s s sin sin .  (13)

This result is valid for b DU = 1 and e = 1. The angular dependence (both on j0 and j1) coincides with the 
asymptotic behaviour (10) obtained in the adiabatic approximation.

For symmetric stochastic dichotomous fluctuations with � t� � � 0, we have K t t� �� � � �� �exp  and K s s� �� � � �� ��1.
K s s� �� � � �� ��1. Thus,

 � �
�

�s
s

s

�
�
�

�
�
� �

��
�
�

�
�
�1

2
.  (14)

The adiabatic approximation is valid for G = s. Then s s� � ��
�
�

�
�
� �  and

 � � ��
4

2
2 2

1 0
� � � �U sin sin .  (15)
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If we characterise the average durations of the states of the dichotomous process by times t+ and t– , then 
the inverse correlation time is � � ��

�
�
�� �1 1
. For the symmetric process, t+ = t– and � � 4� , where t = t+ + t–  

is the average period of the process. Therefore, the expression (15) includes the same factor t–1 as the expres-
sion (10) does; this distinguishes the average velocities in the adiabatic approximation. Expression (10) is 
valid for a hopping rotation, when b DU ? 1, while the expression (15) was obtained in the high-temperature 
approximation with b DU = 1. From the comparison of these expressions we conclude that the average angular 
velocity is proportional to b DU at high temperatures, but it saturates as the temperature decreases, and the factor 
b DU reaches π. That is, for the hopping motion in the adiabatic approximation, the dependence of the average 
angular velocity on the reorientation barrier DU disappears. 

Let’s consider time-periodic (i. e. deterministic) fluctuations � � �t t�� � � � � with the period t. Due to the 
periodicity, the function � t� � can be expanded into a Fourier series:

 � � � �
�
�t i t j jj j

j
j� � � �� � � � � ��  exp , , , , .
2

0 1  (16)

Averaging over the period yields
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and the desired function � �
s

�
�
�

�
�
� takes on the following form:
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�
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Here and in equations (16), (17) the parameter � � 4
�  is included in the definition of the frequencies wj: �

�
j j�
2
� .

From the expression (18) we can obtain � �
s

�
�
�

�
�
�  for a deterministic dichotomous process if we consider 

a symmetric step function � t� � with the period t: � t� � �1 for 0
2

� �t �  and � t� � � �1 for � �
2
� �t . Then �

�j
ji

j
� � �� ��

�
�
�1 1

�
�j

ji
j

� � �� ��
�

�
�1 1  and the summation in the formula (18) over odd j is performed analytically:

 � � �
� �s s
s s�

�
�

�
�
� � � �

tanh cosh .
2  (19)

In the adiabatic approximation G = s, the approximate equality s s� � ��
�
�

�
�
� �  is again satisfied and we return to  

the expression (15). This means that in the adiabatic mode, deterministic and stochastic fluctuations lead  
to the same result. This is explained by the fact that in this mode, the lifetime of each state of the dichotomous 
process is much longer than the relaxation time tD and, in each potential profile, the equilibrium state has time 
to be established regardless of whether the dichotomous states are switched deterministically or stochastically.

We emphasise that the applicability of the formula (13), which contains the angles j0 and j1 representing the 
average over the dichotomous fluctuations and the fluctuation amplitude, strictly speaking, is limited to the con-
sideration of a dichotomous process. At the maximum fluctuation amplitude � �

1
2

� , the values of the angles j+ 

and j– differ by π. Therefore, we can assume that the magnitude of the electric field E t� � itself, oriented at an 
angle jE to the axis x, fluctuates. For a dichotomous process, E t E� � � � . However, we can consider the general 
case with E t E t� � � � �� , where � t� � is an arbitrary function of time, not necessarily equal to ±1. For such a case, 
the formula (13) will be valid for a non-dichotomous process, if we put sin�

1
1�  and sin sin2 2

0
� �� � E in it. 

As the simplest example of a non-dichotomous periodic process, let’s consider the sinusoidal periodic function 
� �t t� � � sin ,1  in which the only term with  j = 1, �1

2 1

4
� ,  remains in the sum (18), so that
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Note that the low-frequency asymptotics of the expression (20) is quadratic in G, in contrast to the linear 
asymptotics in (15) for adiabatic dichotomous processes.

Figure 2 represents the graphs of the function � �
s

�
�
�

�
�
� calculated using relations (14), (19), and (20). The ar-

gument of this function determines the dimensionless fluctuation frequency, while the function itself is a factor 
in the expression (13), and therefore determines the average angular velocity of the rotor in question. The inset 
represents the low-frequency asymptotics, that are linear and coincident for the deterministic and stochastic 
dichotomous processes while quadratic for the sinusoidal fluctuations. This clearly demonstrates the advantage 
of the dichotomous process over the non-dichotomous one: the former provides much higher values of the ave-
rage angular velocity compared to the latter. The periodic fluctuations lead to the narrow bell-shaped curves 

with maxima at �s � �� �0 61 0 65. .  and the high-frequency asymptotics proportional to s
�
�
�
�

�
�
�
2

. The stochastic 

dichotomous fluctuations correspond to the wide «bells» with the maximum at �s �1 and the high-frequency 
asymptotics s

G
.

Discussion and conclusions
This article is the first to consider a rotational ratchet controlled by a dichotomous change in the orientations 

of the applied electric field. The average angle j1, which describes the amplitude of the orientation fluctuations, 
is an arbitrary-valued parameter, in contrast to the previously considered case with � �

1
2

�  corresponding only to 

the sign fluctuations of the electric field, i. e. to the angle between the orientations of the fluctuating field equal 

to π [19; 20]. The ratchet effect is very sensitive to changes in parameters of the ratchet system, so the presence 
of one more parameter always provides an additional control over the average rotation velocity. The performed 
symmetry analysis showed that the ratchet effect is absent for an odd number of the wells of the HRP, as well  
as for an even number of the wells, if the average angle j0 of the fluctuating orientations of the electric field 

Fig. 2. The dependence of the factor Y, which determines, according to equation (13),  
the average angular velocity W of the rotation ratchet, on the dimensionless fluctuation frequency Gs .  

The curves 1, 2, and 3 correspond to the deterministic dichotomous, sinusoidal,  
and stochastic dichotomous fluctuations, given by equations (19), (18), and (13), respectively.  

The inset details the low-frequency behaviour of the curves 1, 2, and 3
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coincides with any symmetry axes of the HRP. The latter result can be associated with the well-known pro-
perty according to which the existence of the ratchet effect requires synchronous fluctuations of the depths of 
the wells and the heights of the barriers of the periodic potential relief [3; 19]. Since the symmetry axes of the 
HRP pass through its minima and maxima, the coincidence of j0 with these orientations leads to fluctuations of 
either only the depths of the wells or only the heights of the barriers. There are no synchronous fluctuations, and 
therefore no ratchet effect. 

Analytical expressions for the average rotation velocity have been obtained in the low-temperature and 
high-temperature approximations. At low temperatures, when the thermal energy is much less than the reori-
entation barrier, the hopping rotation occurs. The description of this rotation is the simplest in the adiabatic 
approximation, i. e. at low-fluctuation frequencies G, since in each of the states of the adiabatic process, equi-
librium has time to be established. It does not matter whether these states are switched deterministically or 
stochastically. For the hopping motion, the relaxation time is determined by the inverse rate constant for over-

coming the barrier DU of the HRP, that, according to the Arrhenius law, is equal to k k U
k T

� �
�

�
�

�

�
�0 exp ,

�

B

 where 

k0 is the characteristic frequency of the angular oscillations of the rotor in the potential well. Therefore, the 
applicability of the adiabatic mode of the hopping motion is specified by the inequalities k T UB � �  and G = k. 
In this mode, the average rotation velocity W is proportional to G and independent of DU. The main ratchet 
parameters are the average angle j0 of the field orientations and the amplitude j1 of the orientation fluctua-
tions, as well as the dimensionless electric field strength � �

�
E
k TB

, which can take arbitrary values. Note that 

the hopping rotation can be considered outside the adiabatic approximation as well, at frequencies G satisfying 
k = G = k0. Then W will depend on both DU and the mechanism of switching the states of the dichotomous 
process, and the value of W will saturate with the growth in G and be limited in order of magnitude to the va-
lue of k (this follows from the general description of the properties of flashing ratchets within the framework 
of the kinetic approach [37]). For example, for the hydroxyl groups of an oxide surface, the values k at room 
temperatures are of the order of 100 GHz [15], which is the upper limit of the rotation frequency of most rotor 
systems [10; 11]. When G ? k0, in the calculations of W, one should take into account the intrawell motion, that, 
when considered correctly, must lead to the general ratchet property: W → 0 when G → ∞ [2].

Analytical expression (9), obtained for the average hopping-rotation velocity in the low-temperature ap-
proximation, and the corresponding families of the dependencies j1 of the average velocity show that the 
ma ximum ratchet effect is associated with large electric fields fluctuating in sign, i. e. with e ? 1 and � �

1
2

� . 
In this case, the width of the plateau, that means the largest velocity, is maximum when the average angle j0 of 
the fluctuating orientations of the electric field is the bisector of the angles of the symmetry axes of the HRP, 
i. e. � �

0
4

� , and the fluctuations of the barriers and wells of this potential are most correlated.

The high-temperature approximation assumes that the thermal energy is much greater not only than the 
reorientation barrier of the HRP, but also the interaction energy of the dipole rotor with the electric field mE, 
i. e. e = 1. Therefore, the angular dependence of the average rotation velocity (13), obtained in this approxima-
tion, coincides with the dependence (10), obtained for the adiabatic hopping motion at e = 1. The difference is 

that the expression (13) contains also the small factor b DU and the function � �
s

�
�
�

�
�
� which distinguishes sto-

chastic and deterministic dichotomous angular fluctuations outside the adiabatic approximation. At the maximum 
am plitude of dichotomous angular fluctuations ( ),� �

1
2

�  one can replace these fluctuations by arbitrary-time 

depen dences of the electric field E t� � with E t� � � 0, oriented at the angle jE to the axis x. Then the formu-

la (13) with � �
1
2

�  and � � �
0

2
� �E  will be valid for arbitrary fluctuations E t� �.

The performed analysis of the dependence of the average rotation velocity W on the type of electric-field  
fluctuations showed that the low-frequency asymptotic behaviour of the velocity is proportional to the fluctua-
tion frequency G for a dichotomous process with a jump-like change in either the magnitude or direction of 
the field. For continuous changes in the field strength with time, the low-frequency asymptotics of the velocity 
is proportional to the fluctuation frequency squared. Deterministic fluctuations lead to a bell-shaped frequen-
cy dependence � �� �, the width of which is much narrower than that for a stochastic dichotomous process. 
The high-frequency asymptotics of the velocity is proportional to ��2  for the deterministic fluctuations and to 
��1 for stochastic ones. Both frequency dependences tend to zero in the high-frequency limit, as it should be 
for ratchet systems.
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